
Лекція 4 Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР). 

Розв’язання СЛАР з довільною кількістю невідомих і рівнянь  

4.1 Основнi означення 

Означення Системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР), що мiстить 𝑚 

рiвнянь та 𝑛 невiдомих, називається система  вигляду: 

  {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

 (1) 

де числа 𝑎𝑖𝑗, 𝑖 =  1, . . , 𝑚, 𝑗 =  1, . . , 𝑛, називаються коефiцiєнтами системи, 

числа 𝑏𝑖, 𝑖 =  1, . . , 𝑚, - вiльними членами. 

Означення Система (1) називається квадратною, якщо 𝑚 =  𝑛. 

Означення Система (1) називається однорiдною, якщо всi вiльнi члени 

дорiвнюють нулю, тобто 𝑏1 = 𝑏2 = …  =  𝑏𝑚 =  0. В випадку коли хоча б 

одне 𝑏𝑖 ≠  0, 𝑖 = 1, . . . 𝑚 система (1) називається неоднорiдною. 

 Систему (1) зручно записувати у компактнiй матричнiй формi: 

  𝐴𝑋 =  𝐵, (1a) 

де введено, 

А = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛

), 𝑋 = (

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

) , 𝐵 = (

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

) 

Матриця 𝐴 називається основною матрицею (матрицею коефіцієнтов) 

системи, 𝐵 - стовпцем вiльних членiв, 𝑋 - вектор-стовпцем невiдомих. 

 Також систему (1) записують у вигляді 

(

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

)𝑥1 + (

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2

)𝑥2 +⋯+(

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

)𝑥𝑛 = (

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

) або 



n

j

ijij bxa
1

, 𝑖 = 1,… ,𝑚 (1б) 



Означення Розширеною матрицею системи (1) (позначається 𝐴̅ або (𝐴|𝐵)) 

називається основна матриця 𝐴 системи, доповнена стовпцем вiльних членiв 

𝐵: 

  𝐴̅ = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛 𝑏1
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛 𝑏2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

) (2) 

Означення Розв’язком системи (1) називається 𝑛 значень невiдомих 𝑥1 = 𝑐1, 

𝑥2 = 𝑐2, ..., 𝑥𝑛 = 𝑐𝑛, при пiдстановцi яких всi рiвняння системи 

перетворюються у вiрнi рiвностi (тотожності). Будь-який розв’язок системи 

можна записати у виглядi вектор-стовпця: 

𝐶 = (

𝑐1
𝑐2
⋮
𝑐𝑛

) 

Зауваження Перевіркою правильності отриманого розв'язку системи рiвнянь є 

підстановка сукупності знайдених дійсних чисел 𝑐1, 𝑐2, …, 𝑐𝑛 у кожне 

рівняння системи та отримання тотожностей. 

Означення Система називається сумiсною, якщо вона має хоча б один 

розв’язок, i несумiсною, якщо вона не має жодного розв’язку. 

Необхiднi i достатнi умови сумiсностi СЛАР визначаються теоремою 

Кронекера-Капеллi. 

Означення Сумiсна система називається визначеною, якщо вона має єдиний 

розв’язок, i невизначеною, якщо вона має бiльше одного розв’язку.  

В останньому випадку кожен її розв’язок називається частинним розв’язком. 

Сукупнiсть частинних розв’язкiв системи називається загальним розв’язком 

цiєї системи. 

Означення Розв’язати систему - означає з’ясувати сумiсна вона чи нi, i якщо 



система сумiсна, знайти її загальний розв’язок. 

Означення Двi системи називаються еквiвалентними, якщо вони мають один 

i той самий загальний розв’язок. Iншими словами, системи еквiвалентнi, якщо 

кожний розв’язок однiєї з них є розв’язком iншої, i навпаки. 

 

4.2. Ранг матриці та спосіб його знаходження 

Розглянемо матрицю А розміру m×n: 

  𝐴 =

(

 
 
 

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑗 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑗 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 … 𝑎𝑖𝑗 … 𝑎𝑖𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑗 … 𝑎𝑚𝑛)

 
 
 

 (3) 

Виділимо у матриці А k рядків та k стовпців, де 𝑘 ≤ min(𝑚, 𝑛).  

Означення Мiнором порядку k матрицi 𝐴𝑚×𝑛 називається будь-який 

визначник 𝑘-го порядку, що складається з елементiв матрицi, якi стоять на 

перетинi видiлених 𝑘 рядкiв та 𝑘 стовпцiв. 

Наприклад, для матриці 










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6190
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А
  

мінорами 1-го порядку є елементи, які знаходять на перетині будь-якого рядку 

та стовпця, тобто 

𝑀1 = |1| (1-ий рядок та 1-ий стовпчик),  

𝑀1
′ = |9| (2-ий рядок та 2-ий стовпчик),  

𝑀1
′′ = |−1| (2-ий рядок та 3-ий стовпчик), і т.д. 

мінорами 2-го порядку є визначники, які знаходять на перетині двох 

виділених рядків та стовпців, тобто 



𝑀2 = |
1 2
0 9

|, (1-ий і 2-ий рядки та 1-ий і 2-ий стовпчики) 

𝑀2
′ = |

1 3
0 −1

|, (1-ий і 2-ий рядки та 1-ий і 3-ій стовпчики) 

𝑀2
′′ = |

−1 6
8 0

|  (3-ий і 4-ій рядки та 3-ій і 4-ий стовпчики) і т.д. 

мінорами 3-го порядку є визначники, які знаходять на перетині трьох 

виділених рядків та стовпців, тобто: 

𝑀3 = |
1 2 3
0 9 −1
5 7 8

| і т.д.  

Зауваження Матриця  розмiру 𝑚 ×  𝑛  має всього 𝐶𝑘
𝑚  ·  𝐶𝑘

𝑛 =
𝑚!

𝑘!(𝑚−𝑘)!
∙

𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
 

мiнорiв 𝑘-го порядку. 

 

Означення Рангом матрицi 𝐴𝑚×𝑛 називається число що відповідає 

найбiльшому з порядкiв її мiнорiв, вiдмiнних вiд нуля. Позначається: 

𝑟, 𝑟(A) або rank(A) 

Означення Мiнор, порядок якого визначає ранг матрицi, називається 

базисним. 

Зауваження У матрицi може бути декiлька базисних мiнорiв. 

 

Причому, за базисний мiнор можна прийняти: |
3 6
1 −3

| ≠ 0 або |
2 4
1 −3

| ≠ 0. 

 З означення випливає наступне: 



1) ранг матриці 𝐴𝑚×𝑛 не більший, ніж найменший з її розмірів, тобто 𝑟(А)  ≤

 𝑚𝑖𝑛(𝑚; 𝑛) - найменше з чисел 𝑚 та 𝑛; 

2) 𝑟(А)  =  0 тоді і тільки тоді, коли всі елементи матриці дорівнюють нулю, 

тобто А = О; 

3) для квадратної матриці п-гo порядку 𝑟(А)  =  𝑛 тоді і тільки тоді, коли 

матриця А невироджена. 

4) Ранг схiдчастої матрицi дорiвнює кiлькостi ненульових рядкiв (ненульових 

стовпчикiв) 

 

Теорема Ранг матриці не зміниться, якщо: 

1) відкинути нульовий рядок (стовпець); 

2) помножити усі елементи рядка (стовпця) матриці на число, яке не 

дорівнює нулю; 

3) змінити рядки (стовпці) місцями; 

4) додати до кожного елемента одного рядка (стовпця) відповідні 

елементи іншого рядка (стовпця), помножені на деяке число; 

5) транспонувати матрицю 

Означення Перетворення 1—5 називають елементарними.  

Якщо одну матрицю одержують з іншої за допомогою цих перетворень, то ці 

матриці називають еквівалентними і позначають А~ В, тобто ранги матриць 𝐴 

і 𝐵 є однаковими.  

 

 4.2 Методи обчислення ранга матрицi 

1) Метод обвiдних мiнорiв полягає у обчисленнi мiнорiв матрицi, якi 

вибираються певним чином. 

Означення Обвiдним мiнором до мiнора порядку 𝑘 матрицi 𝐴𝑚×𝑛 називається 

мiнор (𝑘 +  1)-го порядку цiєї матрицi, який цiлком мiстить даний мiнор 



порядку 𝑘. 

1 крок. Якщо матриця нульова, то 𝑟(𝐴)  =  0, iнакше 𝑟(𝐴)  ≥  1, i переходимо 

до наступного кроку. 

2 крок. Знаходимо у матрицi мiнор 2-го порядку 𝑀2, вiдмiнний вiд нуля. Якщо 

такого мiнора немає, то 𝑟(𝐴)  =  1, i пошук припиняємо. Iнакше 𝑟(𝐴)  ≥  2, i 

переходимо  до наступного  кроку. 

3 крок. Обчислюємо всi мiнори 3-го порядку, обвiднi до 𝑀2. Якщо серед них 

немає мiнорiв вiдмiнних вiд нуля, то 𝑟(𝐴)  =  2, i пошук припиняємо. Iнакше, 

iснує мiнор 𝑀3 не рiвний нулю. В цьому випадку 𝑟(𝐴)  ≥  3, i процедуру 

продовжуємо. 

Процедуру продовжуємо ... де на k-ому кроці. Нехай знайдено мiнор (𝑘 −  1)-

го порядку, обвiдни до 𝑀𝑘−2, який вiдмiнний вiд нуля, тобто 𝑟(𝐴)  ≥  𝑘 −  1. 

Обчислимо всi мiнори 𝑘-го порядку, обвiднi до 𝑀𝑘−1. Якщо серед них немає 

мiнорiв вiдмiнних вiд нуля, то 𝑟(𝐴)  =  𝑘 −  1. Iнакше iснує мiнор 𝑀𝑘, 

вiдмiнний вiд нуля, а отже 𝑟(𝐴)  ≥  𝑘, i якщо 𝑘 = 𝑛, де 𝑛 - найменший з 

розмірів матриці, то процедуру пошуку припиняємо. Тоді, 𝑟(𝐴) =  𝑛. 

 



2) Метод елементарних перетворень полягає у зведеннi матрицi до 

схiдчастого вигляду шляхом елементарних перетворень. Тодi ранг матрицi 

дорiвнює кiлькостi ненульових крайнiх елементiв (або ненульових рядкiв) 

матрицi, що отримується. 

 Передумовами цього методу є наступне:  

Ранг східчастої матриці дорівнює r,  

  𝐴 =

(

  
 

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑟 … 𝑎1𝑛
0 𝑎22 … 𝑎2𝑟 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 𝑎𝑟𝑟 … 𝑎𝑟𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 0 … 0 )

  
 

  

оскільки, згідно означенню рангу, в матриці існує мінор r-го порядку, який не 

дорівнює нулю:  

|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑟
0 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑟
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 𝑎𝑟𝑟

| = 𝑎11 ∙ 𝑎22 ∙ ⋯ ∙ 𝑎𝑟𝑟 ≠ 0 

Приклади: 

1. Знайти ранг матриці А = (
1 1 3 5
1 −5 1 −3
2 −1 5 6

).  

Шляхом елементарних перетворень одержуємо: 

 



2. Знайти ранг матриці А = (

0 −1 3
2 −4 1

0 2
5 3

−4 5 7
−2 1 8

−10 0
−5 3

). 

Розв‘язання: 

(

0 −1 3
2 −4 1

0 2
5 3

−4 5 7
−2 1 8

−10 0
−5 3

)~(

2 −4 1
0 −1 3

5 3
0 2

−4 5 7
−2 1 8

−10 0
−5 3

)~(

2 −4 1
0 −1 3

5 3
0 2

0 −3 9
0 −3 9

0 6
0 6

)~ 

~(

2 −4 1
0 −1 3

5 3
0 2

0 0 0
0 0 0

0 0
0 0

)~(
2 −4 1
0 −1 3

5 3
0 2

). 

Остання матриця має східчастий вигляд і містить мінори 2-го порядку, які не 

дорівнюють нулю, наприклад:|
2 −4
0 −1

| = −2 ≠ 0, тобто ранг цієї матриці 

r(A)=2. 

 Відповідь: r(A)=2. 

 

 4.3 Теорема про ранг матрицi 

Поняття рангу матриці тісно пов'язане з поняттям лінійної залежності 

(незалежності) її рядків або стовпців. Для визначеності будемо розглядати 

рядкі матриці (для стовпців матриці аналогічно). 

У матриці (3) введемо позначення її рядків таким чином: 

𝑒1  = (𝑎11 𝑎12 . . .  𝑎1𝑛); 

𝑒2  = (𝑎21 𝑎22 . . .  𝑎2𝑛); 

... 

𝑒𝑚  = (𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . .  𝑎𝑚𝑛). 

Нагадування: 

- Два рядки матриці називаються рівними, якщо рівні їх відповідні елементи. 

- Лінійні операції над рядками матриці (множення рядка на число, додавання і 

віднімання рядків) вводяться як: 



 𝛼 ∙ 𝑒𝑘   =  (𝛼 ∙ 𝑎𝑘1 𝛼 ∙ 𝑎𝑘2  . . . 𝛼 ∙ 𝑎𝑘𝑛) ; 

 𝑒𝑘 ± 𝑒𝑠  =  ((𝑎𝑘1 ± 𝑎𝑠1)(𝑎𝑘2 ± 𝑎𝑠2 )  . . . (𝑎𝑘𝑛 ± 𝑎𝑠𝑛 )) . 

- Якщо в матриці деякий рядок 𝑒  може бути представлений у вигляді суми 

інших 𝑠 рядків 𝑒1, 𝑒2,   ..., 𝑒𝑠 , помножених відповід но на числа 𝛼1, 𝛼2,  ..., 𝛼𝑠 , 

то будемо говорити, що даний рядок є лінійною комбінацією вказаних рядків, 

тобто 

𝑒 = 𝛼1 ∙ 𝑒1 + 𝛼2 ∙ 𝑒2 +⋯+ 𝛼𝑠 ∙ 𝑒𝑠 

а числа 𝛼1, 𝛼2,  ..., 𝛼𝑠 – коефіцієнтами лінійної комбінації. 

 

Означення 1. Рядки матриці 𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑚 (𝑚 ≠ 1) називаються лінійно 

залежними, якщо існують числа 𝛼1, 𝛼2,  ..., 𝛼𝑚, які не всі дорівнюють нулю 

одночасно, такі, що виконується рівність 

  𝛼1 ∙ 𝑒1 + 𝛼2 ∙ 𝑒2 +⋯+ 𝛼𝑚 ∙ 𝑒𝑚 = 𝑂 (4) 

де 𝑂 = (0 0. . .0).  

Зауваження Лінійна залежність рядків матриці означає, що хоча б один 

рядок матриці є лінійною комбінацією решти.  

 

Означення 2. Якщо рівність (4) має місце лише при умові коли всі числа 𝛼1, 

𝛼2,  ..., 𝛼𝑚 дорівнюють нулю одночасно, тобто 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑚 = 0, то 

рядки матриці А називаються лінійно незалежними. 

Наприклад,  

𝐴 = (

−1 2 0
2 3 −2
3 8 −4
0 5 4

) 

у матриці 3-й рядок є лінійною комбінацією перших двох рядків, оскільки він 

може бути отриманий додаванням 1-го рядка до 2-го, помноженого на 2.  

𝑒3 = 2𝑒2 + 𝑒1 = 2(2 3 −2) + (−1 2 0) = (3 8 −4) 

Тобто 𝑒1 + 2𝑒2 + (−1)𝑒3 = 0 

Отже, три перші рядки матриці А є лінійно залежними. 



Теорема (Про ранг матриці). Ранг матриці дорівнює максимальної кількості 

її лінійно незалежних рядків (стовпців), через які лінійно виражається решта її 

рядків (стовпців). Вірно й обратне, максимальна кількость лінійно 

незалежних рядків (стовпців) визначає ранг матриці.  

 Доведення. Нехай матриця 𝐴𝑚×𝑛 має ранг 𝑟 такий що  (𝑟 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑚; 𝑛)). 

Це означає, що існує відмінний від нуля мінор 𝑟-го порядку, ∆𝑟 - базисний 

мінор. Нехай, для визначеності, цим мінором є мінор що складається з перших 

𝑟 рядків і 𝑟 стовпчиків: 

∆𝑟= |

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑟
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑟
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 … 𝑎𝑟𝑟

| ≠ 0 

Доведення лінійної незалежності рядків 𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑟 здійснимо методом від 

супротивного. Нехай, наприклад, 𝑒𝑟 є лінійною комбінацією решти рядків, 

тобто 𝑒𝑟 = 𝛼1 ∙ 𝑒1 + 𝛼2 ∙ 𝑒2 +⋯+ 𝛼𝑟−1 ∙ 𝑒𝑟−1.  

 Як відомо, на основі властивості (8) визначник не зміниться, якщо від 

елементів 𝑟-го рядка відняти елементи 1-го рядка, помножені на 𝛼1, елементи 

2-го рядка, помножені на 𝛼2 , і так далі, нарешті, елементи (𝑟 − 1) -го рядка, 

помножені на 𝛼𝑟−1. Проте при таких перетвореннях матриці її визначник 

𝛥𝑟  =  0, оскільки 𝑟-й рядок складатиметься з одних нулів:  

𝑒𝑟 − 𝛼1 ∙ 𝑒1 − 𝛼2 ∙ 𝑒2 −⋯− 𝛼𝑟−1 ∙ 𝑒𝑟−1 = 0 

Отже, припущення про лінійну залежність рядків матриці 𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑟 є 

неправильне.  

Рядки 𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑟 як було визначено вище, називаються базисними. 

 Покажемо, що будь-які (𝑟 + 1) рядків матриці - лінійно залежні, тобто 

будь-який рядок виражається через базисні 𝑟 рядків: 𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑟. 

Розглянемо мінор (𝑟 + 1)-го порядку, який виходить з 𝛥𝑟 у результаті 



доповнення ще одного 𝑖-го рядка і 𝑗-го стовпця: 

∆𝑟+1= |
|

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑟 𝑎1𝑗
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑟 𝑎2𝑗
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎𝑟1 𝑎𝑟2 … 𝑎𝑟𝑟 𝑎𝑟𝑗
𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑟 𝑎𝑖𝑗

|
|
 

Оскільки 𝑟(𝐴)  =  𝑟, то будь-який мінор вищого порядку дорівнює нулю. 

Отже, ∆𝑟+1= 0. Розкладаючи ∆𝑟+1 за елементами останнього (доданого) 

стовпця, отримаємо 

∆𝑟+1= 𝑎1𝑗𝐴1𝑗 + 𝑎2𝑗𝐴2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑟𝑗𝐴𝑟𝑗 + 𝑎𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗 

де останнє алгебраїчне доповнення 𝐴𝑖𝑗 збігається з базисним мінором ∆𝑟, 

тобто ∆𝑟= 𝐴𝑖𝑗 ≠ 0. Розділивши останню рівність на ∆𝑟 , можемо виразити 

елемент 𝑎𝑖𝑗 як лінійну комбінацію: 

𝑎𝑖𝑗 = −
𝑎1𝑗

∆𝑟
𝐴1𝑗 −

𝑎2𝑗

∆𝑟
𝐴2𝑗 −⋯−

𝑎𝑟𝑗

∆𝑟
𝐴𝑟𝑗 

Фіксуємо значення 𝑖 (𝑖 >  𝑟) і отримаємо, що для будь-якого 𝑗 ( 𝑗 = 1, . . , 𝑛) 

елементи 𝑖-го рядка 𝑒𝑖 лінійно виражаються через елементи рядків 𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑟 

тобто 𝑖-й рядок є лінійною комбінацією базисних.  

 

 4.4 Теорема Кронекера-Капеллi 

Теорема (Кронекера-Капеллi). Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (1) 

сумiсна тодi i тiльки тодi, коли ранг розширеної матрицi системи дорiвнює 

рангу основної матрицi системи, тобто 

𝑟(𝐴̅)  =  𝑟(𝐴). 

При цьому,  

1. якщо 𝑟(𝐴̅) =  𝑟(𝐴) = 𝑛 - кількість невідомих, то система (1) має єдиний 

розв’язок.  



2. Якщо 𝑟(𝐴̅) =  𝑟(𝐴) < 𝑛 - кількість невідомих, то система (1) має безлiч 

розв’язкiв. 

 Необхідність. Нехай система (1) сумісна. Доведемо, що 𝑟(𝐴̅)  =  𝑟(𝐴). 

Запишемо систему (1), використовуючи представлення її лівої частини у 

вигляді (1б). Оскільки система сумісна, то існують числа 𝑥1 = 𝛼1, 𝑥2 = 𝛼2, ..., 

𝑥𝑛 = 𝛼𝑛 такі, що 

  (

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

)𝛼1 + (

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2

)𝛼2 +⋯+(

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

)𝛼𝑛 = (

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

) (*) 

тобто останній стовпець матриці 𝐴̅ є лінійною комбінацією попередніх її 

стовпців. Віднімаючи з останнього стовпця матриці 𝐴̅ вказану лінійну 

комбінацію решти стовпців (*), отримуємо матрицю 

𝐴̅ = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛 0
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛 0

) 

Оскільки останній стовпець матриці 𝐴̅ складається з нулів, то очевидно, що 

він не впливає на ранг матриці 𝐴̅, отже 𝑟(𝐴̅)  =  𝑟(𝐴).  

 Достатність. Нехай 𝑟(𝐴̅)  =  𝑟(𝐴). Доведемо, що система сумісна. 

Оскільки 𝑟(𝐴̅)  =  𝑟(𝐴) то існує мінор, який є базисним мінором як матриці 𝐴̅, 

так і матриці 𝐴. На основі теореми про ранг матриці останній стовпець 

матриці 𝐴 є лінійною комбінацією базисних стовпців, а отже, і всіх стовпців 

матриці 𝐴, тобто існують сукупність чисел 𝛼1, 𝛼2,  ..., 𝛼𝑛 такі, що виконується 

рівність (*). А це означає, що 𝛼1, 𝛼2,  ..., 𝛼𝑛 є розв’язком системи (1). Отже, 

система (1) сумісна.  

Наслідок Якщо 𝑟(𝐴̅)  ≠  𝑟(𝐴) то система (1) несумісна. 



 Алгоритм дослiдження СЛАР на сумiснiсть та  визначенiсть 

1)  Знаходимо 𝑟(𝐴) та 𝑟(𝐴̅).  

- якщо  𝑟(𝐴̅) ≠  𝑟(𝐴),  то СЛАР несумiсна.  

- якщо 𝑟(𝐴̅) =  𝑟(𝐴), то СЛАР сумiсна i переходимо до наступного кроку. 

2) Порівнюємо ранг матриці з кількісттю невідомих 𝑛 СЛАР: 

- якщо 𝑟(𝐴̅) =  𝑟(𝐴) = 𝑛, то система визначена.  

- якщо 𝑟(𝐴̅) =  𝑟(𝐴) < 𝑛, то система невизначена. 

 

Система m лінійних рівнянь з n невідомими 

 

                    𝑟(𝐴̅) ≠  𝑟(𝐴)                            𝑟(𝐴̅) =  𝑟(𝐴) = 𝑟 

                 система несумісна                       cистема сумісна 

 

                 𝑟 <  𝑛                                                                𝑟 =  𝑛 

        система невизначена                                       система визначена  

       (має безліч розв‘язків)                                    (має єдиний розв‘язок) 

 

 Дослiдження квадратної СЛАР (𝑚 = 𝑛) на сумiснiсть та визначенiсть 

за формулами Крамера 

1. Якщо  ∆ ≠ 0, то система сумiсна та визначена, тобто має єдиний розв’язок, 

який можна знайти за формулами Крамера. 

2. Якщо ∆ =  0, i iснує принаймнi одне ∆𝑖≠  0, то система несумiсна. 

3. Якщо ∆ =  0, i всi ∆𝑖 =  0, то система або сумiсна i невизначена, або 

несумiсна. 

 

 4.5 Знаходження розв’язку довiльних СЛАР 

 Розглянемо довільну 𝒎 ≠  𝒏 (кількість рівнянь не дорівнює кількості 

невідомих), неоднорідну СЛАР вигляду (1),  

  {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,…  …  …  …  …  …  … … … … …
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚,

 (1) 



тоді виконуємо наступні дії щодо її розв'язку: 

1. За теоремою Кронекера — Капелі визначаємо ранги матриць 𝐴 та 𝐴̅, якщо: 

(а) 𝑟(𝐴̅) ≠ 𝑟(𝐴) — система несумісна - розв'язку не існує. 

(б) 𝑟(𝐴̅) = 𝑟(𝐴) = 𝑟 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑚, 𝑛), система сумісна. Водночас,  

- якщо 𝑟 =  𝑛, система має один розв'язок, який можемо знайти за формулами 

Крамера або матричним способом; 

- якщо 𝑟 <  𝑛 — безліч розв'язків. 

Зауважемо, в випадку 𝑟 <  𝑛 в матриці 𝐴̅ буде r базових (тобто складають 

базовий мінор) та 𝑛 − 𝑟 небазових рядків (всі інші крім базових).  

2. Відповідно у системі рівнянь (1) будемо називати: 𝑟 невідомих 𝑥1, 𝑥2,...,𝑥𝑟  – 

основними (базовими), а інші 𝑛 − 𝑟 - неосновними (небазовими або вільними). 

Критерій Невідомі довільної системи лінійних рівнянь вибираються базовими 

(основними), якщо коефіцієнти біля них утворюють базовий (ненульовий) 

мінор матриці цієї системи рівнянь. 

Розв'язок системи (1), у якому всі 𝑛 − 𝑟 неосновних невідомих 

дорівнюють нулю, називають базовим. 

3. Перестановкою рядків матриці 𝐴̅, а відповідно рівнянь системи (1), можна 

завжди досягти того, що ці 𝑟 базових рядків (рівнянь) зайняли 𝑟 перші місця. 

Тоді останні 𝑚 − 𝑟 рядків (рівнянь) можна представити як суму перших 𝑟 

рядків (рівнянь), взятих з деякими коефіцієнтами. У цьому випадку система 

(1) буде еквівалентна системі 𝑟 рівнянь з 𝑛 невідомими, яку отримують 

відкиданням останніх 𝑚− 𝑟 рядків (рівнянь): 

  {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,…  …  …  …  …  …  … … … … …
𝑎𝑟1𝑥1 + 𝑎𝑟2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑟𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑟 .

 (5) 

4. У кожному з рівнянь цієї системи перенесемо у праву частину усі члени з 

вільними невідомими 𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2,...,𝑥𝑛, й отримаємо систему 



{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑟𝑥𝑟 = 𝑏1−𝑎1𝑟+1𝑥𝑟+1 − 𝑎1𝑟+2𝑥𝑟+2 −⋯− 𝑎1𝑛𝑥𝑛
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑟 = 𝑏2−𝑎2𝑟+1𝑥𝑟+1 − 𝑎2𝑟+2𝑥𝑟+2 −⋯− 𝑎2𝑛𝑥𝑛…  …  …  …  …  …  … … … … …
𝑎𝑟1𝑥1 + 𝑎𝑟2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑟 = 𝑏𝑟−𝑎𝑟𝑟+1𝑥𝑟+1 − 𝑎𝑟𝑟+2𝑥𝑟+2 −⋯− 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛

 

яка містить 𝑟 рівнянь з 𝑟 базовими невідомими.  

5. Оскільки визначник системи рівнянь ∆𝑟 є базовим мінором 𝑀𝑟 ≠  0, то 

система має єдиний розв'язок відносно базових невідомих 𝑥1, 𝑥2,...,𝑥𝑟, який 

можна знайти, наприклад, за формулами Крамера.  

 Отриманий розв'язок базових невідомих 𝑥1, 𝑥2,...,𝑥𝑟, які містять вільні 

невідомі 𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2,...,𝑥𝑛 називається загальним розв'язоком системи рівнянь 

(1). 

6. Надаючи вільним невідомим 𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2,...,𝑥𝑛 довільні числові значення, 

якто хr+1=C1, хr+2=C2, ..., хп=Cm-r, дістанемо частинний розв'язок заданої 

системи рівнянь (1), тобто розв'язок базових невідомих 𝑥1, 𝑥2,...,𝑥𝑟 через 

числа 𝐶1, 𝐶2,...,𝐶𝑚−𝑟.  

 Приклад Дослідити на сумісність, розв’язати і знайти всі можливі групи 

базисних невідомих для системи 

 

тобто система сумісна і невизначена (𝑟 = 2 < 𝑛 =  5). Представимо її в 

еквівалентній формі, тобто 



{
𝑥1 + 𝑥2 +  𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 7 

𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 + 6𝑥5 = 23
 

 

 Розв’язуючи еквівалентну систему, отримаємо 

{
𝑥1 + 𝑥2 =  −𝑥3 − 𝑥4 − 𝑥5 + 7 

𝑥2 = −2𝑥3 − 2𝑥4 − 6𝑥5 + 23
  

𝑥2 =  23 −  2 𝑥3–  2 𝑥4 − 6 𝑥5, 

𝑥1  =  −16 + 𝑥3 + 𝑥4 +  5 𝑥5, 

де 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5  можуть набувати будь-яких дійсних значень. Загальне число 

груп базисних невідомих не більше ніж 𝐶5
2 =

5!

(3!2!)
= 10, тобто можливі 

наступні групи базисних  невідомих:  

𝑥1, 𝑥2; 𝑥1,  𝑥3; 𝑥1,  𝑥4; 𝑥1,  𝑥5; 𝑥2, 𝑥3; 𝑥2,  𝑥4; 𝑥2,  𝑥5; 𝑥3, 𝑥4; 𝑥3, 𝑥5; 𝑥4, 𝑥5 

Серед наведених можливих груп базисних невідомих тільки 𝑥3, 𝑥4, не можуть 

бути базисними невідомими, оскільки в цій групі невідомих відповідний 

визначник дорівнює нулю: 

{
𝑥1 + 𝑥2 +  𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 7 

𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 + 6𝑥5 = 23
 

∆= |
1 1
2 2

| = 2 − 2 = 0 

Таким чином, загальний розв’язок системи: 

𝑋 =

(

 
 

−16 + 𝑥3 + 𝑥4 +  5 𝑥5
23 −  2 𝑥3–  2 𝑥4 − 6 𝑥5

𝑥3
𝑥4
𝑥5 )

 
 

 

Тоді, один з числених частинних розв’язків системи може бути отримано, 

наприклад, при 𝑥3 = 1, 𝑥4 = 1, 𝑥5 = 1. Звідки 

𝑥1  =  −16 +  1 +  1 +  5 ∙ 1 = −9 

𝑥2 =  23 −  2 ∙ 1–  2 ∙ 1 − 6 ∙ 1 = 13 



Отже, 

𝑋̅ =

(

 
 

−9
13
1
1
1 )

 
 

 

Виконаємо перевірку розв’язку системи, для цього використаємо отриманий 

частинний розв’язок системи 

{

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 7
3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 − 3𝑥5 = −2
𝑥2 + 2𝑥3 + 2𝑥4 + 6𝑥5 = 23

5𝑥1 + 4𝑥2 + 3𝑥3 + 3𝑥4 − 𝑥5 = 12

 

а саме 

{

−9 + 13 + 1 + 1 + 1 = 7 ≡ 7
3 ∙ (−9) + 2 ∙ 13 + 1 + 1 − 3 ∙ 1 = −2 ≡ −2

13 + 2 ∙ 1 + 2 ∙ 1 + 6 ∙ 1 = 23 ≡ 23
5 ∙ (−9) + 4 ∙ 13 + 3 ∙ 1 + 3 ∙ 1 − 1 = 12 ≡ 12

 

 


