
Лекція 5 Однорiднi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Метод 

Гаусса та метод Жордана-Гаусса.  

4.6 Структура розв’язків однорідних систем 

Означення Однорідна СЛАР є окремим випадком загальної системи (1), 

якщо в ній 𝑏𝑖  =  0, 𝑖 = 1, . . , 𝑚 , тобто 

  {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0

 (6) 

або в матричній формі однорідна СЛАР має вигляд 𝐴𝑋 =  𝑂, де 𝐴 – основна 

матриця системи, 𝑋𝑇 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 𝑂 = (0, 0, … , 0).  

𝐴̅ = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛 0
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛 0

) = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛

) 

Однорідна система завжди сумісна, оскільки нульовий стовпець 𝑂 не впливає 

на ранг розширеної матриці, тобто 𝑟(𝐴̅)  =  𝑟(𝐴), і розв’язок який завжди 

існує Таким розв’язоком є нульовий (тривіальний) розв’язок 

𝑥1  =  0,  𝑥2 =  0, ..., 𝑥𝑛  =  0  𝑋 = (

0
0
⋮
0

) 

Звісно становить інтерес існування ненульового розв’язку, тобто такого 

розв’язку, у якому хоча б деякі зі змінних мали б значення, відмінні від нуля. 

 

Теорема Для того, щоб система однорідних рівнянь мала ненульовий 

розв’язок, необхідно і достатньо, щоб 𝑟(𝐴) <  𝑛, де 𝑛 – число невідомих 

системи. 

Необхідність. Нехай однорідна система (6) має ненульовий розв’язок, довести 

що 𝑟(𝐴) <  𝑛. Ненульовий розв’язок - існують числа 𝑋̅𝑇 = (𝛼1, 𝛼2,  ..., 𝛼𝑛), які 

не всі дорівнюють нулю, так що виконується рівність: 

𝐴𝑋̅  =  𝑂 



або  (

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

)𝛼1 + (

𝑎12
𝑎22
⋮
𝑎𝑚2

)𝛼2 +⋯+(

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛

)𝛼𝑛 = (

0
0
⋮
0

) (**) 

Ця рівність (**) визначає лінійну залежність стовпців матриці коефіцієнтів 𝐴: 

𝑡1𝛼1 + 𝑡2𝛼2 +⋯+ 𝑡𝑛𝛼𝑛 = 0 

коли не всі 𝛼1, 𝛼2,  ..., 𝛼𝑛 дорівнюють нулю, тобто один із 𝑛 стовпців є 

лінійною комбінацією інших. За визначенням рангу матриці 𝐴 отримуємо, що 

𝑟(𝐴) <  𝑛. 

Достатність. Нехай 𝑟(𝐴) <  𝑛, довести що стовпці матриці 𝐴 лінійно 

залежні. Отже, за визначенням лінійної залежності рядків (стовпців) матриці 

А, існують числа 𝛼1, 𝛼2,  ..., 𝛼𝑛, які не всі дорівнюють нулю, такі, що має 

місце рівність (**), з якої виходить, що система (6) має ненульовий розв’язок. 

■ 

 

Теорема Для того, щоб однорідна система 𝑛 лінійних рівнянь з 𝑛 невідомими 

(квадратна система) мала ненульовий розв’язок, необхідно і достатньо, щоб 

визначник її матриці коефіцієтов A дорівнював нулю, тобто 

det 𝐴 = ∆=  0. 

Необхідність. У разі однорідної системи рівнянь усі допоміжні визначники 

𝛥1, 𝛥2,..., 𝛥𝑛 у формулах Крамера дорівнюють нулю, оскільки  кожен із них 

містить стовпець з вільних нульових членів. Тому формули Крамера можно 

записати у вигляді рівностей: 

𝑥1 =
𝛥1

det𝐴
  det 𝐴  ∙  𝑥1 =  0, det 𝐴  ∙  𝑥2 =  0, …, det 𝐴  ∙  𝑥𝑛 =  0 

Якщо система (6), у якій 𝑚 = 𝑛, має ненульовий розв’язок, то хоча б одне з 

невідомих відмінне від нуля, наприклад, 𝑥1 ≠  0. Тоді з першого рівняння 

det 𝐴  ∙  𝑥1 =  0 виходить, що det 𝐴 = 0.  

Достатність. Нехай тепер визначник det 𝐴 = 0. Тоді А квадратна матриця 

системи (6), у якій 𝑚 =  𝑛, має ранг 𝑟(𝐴) <  𝑛. У цьому випадку нескінченну 

множину розв’язків, тобто існує ненульовий розв’язок. ■ 



 Властивості розв’язків однорідних СЛАР 

На прикладі двох будь-яких розв’язків системи (6), які позначені у вигляді 

рядків 𝐸1  =  (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) та 𝐸2  =  (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑛), покажемо наступну 

властивість розв’язків однорідних однорідних систем (6): 

 Якщо однорідна система (6) має розв’язки 𝐸1 та 𝐸2, то будь-яка їх 

лінійна комбінація  

𝐶1𝐸1  +  𝐶2𝐸2 

де 𝐶1 та 𝐶2 – довільні сталі, також є розв’язком системи (6). 

Для доведення підставимо лінійну комбінацію розв’язків у довільне,  i-тe 

рівняння  однорідної  системи,  

𝑎𝑖1𝑥1 + 𝑎𝑖2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛 = 0  ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1 = 0, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

Ураховуючи, що 𝐸1 та 𝐸2 - розв’язки, то 

∑ 𝑎𝑖𝑗𝛼𝑗
𝑛
𝑗=1 = 0 і ∑ 𝑎𝑖𝑗𝛽𝑗

𝑛
𝑗=1 = 0, 𝑖 = 1,2,… ,𝑚 

маємо 

∑𝑎𝑖𝑗(𝐶1𝛼𝑗 + 𝐶2𝛽𝑗)

𝑛

𝑗=1

= 𝐶1∑𝑎𝑖𝑗𝛼𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝐶2∑𝑎𝑖𝑗𝛽𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝐶10 + 𝐶20 = 0 

𝑖 = 1,… ,𝑚.  

З доведеної властивості випливає, що будь-яка лінійна комбінація 

розв’язків системи (6) також є розв’язком цієї системи. Тому становить 

інтерес знаходження таких лінійно незалежних розв’язків системи (6), через 

які лінійно виражалися  б усі інші її розв’язки. 

 

 Нехай ранг 𝑟(𝐴) однорідної системи (6) дорівнює 𝑟 і нехай для 

визначеності базисний мінор 𝑟-го порядку 𝛥𝑟 ≠ 0 є розташований у лівому 

верхньому кутку матриці А. Випишемо 𝑟 перших рівнянь, відповідних цьому 

визначникові: 

  {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0,…  …  …  …  …  …  … … … … …
𝑎𝑟1𝑥1 + 𝑎𝑟2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑟𝑟𝑥𝑟 +⋯+ 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛 = 0.

  



Перенесемо доданки з невідомими 𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2,...,𝑥𝑛 у праві частини. Маємо 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑟𝑥𝑟 = −𝑎1𝑟+1𝑥𝑟+1 − 𝑎1𝑟+2𝑥𝑟+2 −⋯− 𝑎1𝑛𝑥𝑛
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑟 = −𝑎2𝑟+1𝑥𝑟+1 − 𝑎2𝑟+2𝑥𝑟+2 −⋯− 𝑎2𝑛𝑥𝑛…  …  …  …  …  …  … … … … …
𝑎𝑟1𝑥1 + 𝑎𝑟2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑟 = −𝑎𝑟𝑟+1𝑥𝑟+1 − 𝑎𝑟𝑟+2𝑥𝑟+2 −⋯− 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛

 

 

Оскільки визначник системи рівнянь є базовим мінором 𝑀𝑟 ≠  0, то система 

має єдиний розв'язок відносно базових невідомих 𝑥1, 𝑥2,...,𝑥𝑟, який можна 

знайти, наприклад, за формулами Крамера. Очевидно,  воно  буде залежати 

від 𝑛 –  𝑟 вільних невідомих 𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, ... , 𝑥𝑛, тобто отримаємо загальний 

розв'язок системи рівнянь (6). 

Далі, надаючи вільним (𝑛 −  𝑟) невідомим 𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2,...,𝑥𝑛 довільні 

числові значення дістанемо частинні розв'язки заданої системи рівнянь (6). 

Будемо надавати їм послідовно наступні значення: 

1)  𝑥𝑟+1 = 1, 𝑥𝑟+2 = 0, 𝑥𝑟+3 = 0, ...,𝑥𝑛 = 0 

2)  𝑥𝑟+1 = 0, 𝑥𝑟+2 = 1, 𝑥𝑟+3 = 0, ...,𝑥𝑛 = 0 

3)  𝑥𝑟+1 = 0, 𝑥𝑟+2 = 0, 𝑥𝑟+3 = 1, ...,𝑥𝑛 = 0 

...    .................. 

𝑛 − 𝑟)  𝑥𝑟+1 = 0, 𝑥𝑟+2 = 0, 𝑥𝑟+3 = 0, ...,𝑥𝑛 = 1 

Тоді отримаємо 𝑛 –  𝑟 розв’язків системи (6), відповідних указаним наборам 

значень та запишемо їх у вигляді 

{
 
 

 
 
𝐸1 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑟; 1,0,0, … ,0)

𝑇

𝐸2 = (𝛽1, 𝛽2, … , 𝛽𝑟; 0,1,0, … ,0)
𝑇

𝐸3 = (𝛾1, 𝛾2, … , 𝛾𝑟; 0,0,1, … ,0)
𝑇

⋯
𝐸𝑛−𝑟 = (𝛿1, 𝛿2, … , 𝛿𝑟; 0,0,0, … ,1)

𝑇

    (7) 

(

 
 

𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑟 1 0 0 ⋯ 0
𝛽1 𝛽2 ⋯ 𝛽𝑟 0 1 0 ⋯ 0
𝛾1 𝛾2 ⋯ 𝛾𝑟 0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝛿1 𝛿2 ⋯ 𝛿𝑟 0 0 0 ⋯ 1)

 
 

 

Замітимо, матриця що складена зі стовпців 𝐸1, 𝐸2, ..., 𝐸𝑛−𝑟, має мінор порядку 



𝑛 –  𝑟, який дорівнює одиниці, тобто відмінний від нуля, тоді ранг матриці 

дорівнює 𝑛 −  𝑟, і, отже, розв’язки 𝐸1, 𝐸2, ..., 𝐸𝑛−𝑟 - лінійно незалежні. 

 

Означення Сукупність з (𝑛 −  𝑟) лінійно незалежних розв’язків однорідної 

системи називається фундаментальною системою розв’язків. 

 

Оскільки будь-який розв’язок системи (6) при 𝑟 <  𝑛 може бути 

представлений у вигляді лінійної комбінації фундаментальної системи 

розв’язків, то 

  𝑋 =  𝐶1𝐸1  +  𝐶2𝐸2 +. . . + 𝐶𝑛−𝑟𝐸𝑛−𝑟  (8) 

де 𝐶1, 𝐶2,..., 𝐶𝑛−𝑟 – довільні сталі, які є загальним розв’язком однорідної 

системи (6).  

Кожний розв’язок, який виходить з (8)  при конкретних  значеннях 

𝐶1, 𝐶2,..., 𝐶𝑛−𝑟 є частинним роз’язком системи (6). 

 



 

 

 
 

4.7 Структура розв’язків неоднорідних систем  

Нехай задано сумісну лінійну неоднорідну систему рівнянь (1), у якій 

𝑟 < 𝑛, де 𝑟 - ранг матриці сис теми, 𝑛 – число невідомих. 

 Замінивши в ній вільні члени 𝑏𝑖 нулями, отримаємо лінійну однорідну 

систему (6), яку будемо називати зведеною відносно першої. 

 Установимо зв'язок між розв’язками лінійної неоднорідної системи (1) і 

відповідною їй зведеною однорідною системою (6). 

 

Теорема Будь-який розв’язок неоднорідної системи 𝐴 𝑋 =  𝐵 можна 

представити у вигляді суми деякого частинного розв’язку цієї системи 𝑋1 і 

загального розв’язку 𝑋0 зведеної однорідної системи 𝐴 𝑋 =  𝑂. 

Доведення Нехай 𝑋0 – загальний розв’язок зведеної однорідної системи, тобто 

𝐴 𝑋0 =  0 , а 𝑋1 – деякий розв’язок  неоднорідної  системи, тобто 𝐴 𝑋1 =  𝐵. 

Тоді 

𝐴(𝑋0  +  𝑋1) =  𝐴𝑋0 +  𝐴 𝑋1  =  0 +  𝐵 =  𝐵, 

тобто 𝑋 =  𝑋0  +  𝑋1 є розв’язком неоднорідної системи 𝐴𝑋 =  𝐵  



Таким чином, будь-який розв’язок (1) складається із суми деякого її 

частинного розв’язку і загального розв’язку відповідної однорідної системи. 

Тоді, згідно з (8), для загального розв’язку системи (1) виконується рівність: 

𝑋 =  𝑋0  +  𝑋1 = 𝐶1𝐸1  +  𝐶2𝐸2 +. . . + 𝐶𝑛−𝑟𝐸𝑛−𝑟 + 𝑋1 

 

4.8 Метод Гаусса розв’язання довiльних СЛАР 

У випадку систем більшого числа рівнянь зручніше користуватися 

методом Гаусса¹, який полягає у послідовному виключенні невідомих. 

1 Гаусс Карл Фрідріх (1777–1855) – німецький математик. 

Метод дозволяють одночасно довести сумісність системи і знайти її 

розв'язок, якщо він існує та полягає у тому, що за допомогою елементарних 

перетворень:  

1) заміна місцями рівнянь  

2) множення рівняння на деяке число; 

3) додавання до одного з рівнянь системи суму з іншим рівнянь тієї ж 

системи, помножиного на деяке число; 

4) видалення з системи рівнянь тотожностей; 

система рівнянь зводиться до рівносильної системи східчастого або 

трикутного вигляду, з якої послідовно, починаючи з останніх за номером 

невідомих, знаходять всі інші невідомі. 

 

Нехай дана система рівнянь (1). Будемо вважати, що 𝑎11 ≠  0 (це завжди 

можна зробити за рахунок перенумерації рівнянь. Це рівняння будемо 

називати ведучим, 𝑎11 - ведучим коефіцієнтом, а 𝑥1 - ведучим невідомим. 

  

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 +⋯+ 𝑎3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏3

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + 𝑎𝑚3𝑥3 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

 (1) 

Виключимо спочатку невідоме 𝑥1 з усіх рівнянь системи (1), окрім 



першого. Для цього розділимо обидві частини першого рівняння на 

коефіцієнт 𝑎11 ≠  0, а потім, помножуючи його послідовно на числа −𝑎21, 

−𝑎31, ..., −𝑎𝑚1 отримаємо еквівалентну систему 

  

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎′12𝑥2 + 𝑎′13𝑥3 +⋯+ 𝑎′1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′1
𝑎21𝑥1 + 𝑎

′
22𝑥2 + 𝑎

′
23𝑥3 +⋯+ 𝑎

′
2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏

′
2

𝑎21𝑥1 + 𝑎
′
32𝑥2 + 𝑎

′
33𝑥3 +⋯+ 𝑎

′
3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏

′
3

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎′𝑚2𝑥2 + 𝑎′𝑚3𝑥3 +⋯+ 𝑎′𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′𝑚

 (1′) 

де буквами зі штрихом позначені нові коефіцієнти, отримані  після першого 

кроку. 

 Припустимо, що 𝑎′22 ≠  0 (якщо це не так, то за допомогою  відповідної 

перестановки рівнянь доб'ємося того, щоб 𝑎′22 ≠  0 . Помножуючи друге 

рівняння послідовно  на  числа −𝑎32
′ , −𝑎42

′ ,..., −𝑎𝑚2
′  і додаючи отримані 

рівняння відповідно до третього, четвертого,..., 𝑚-го рівняння (1′), знову 

отримаємо еквівалентну систему рівнянь: 

  

{
 
 

 
 

𝑎11𝑥1 + 𝑎′12𝑥2 + 𝑎′13𝑥3 +⋯+ 𝑎′1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′1
𝑎21𝑥1 + 𝑎

′
22𝑥2 + 𝑎′

′
23𝑥3 +⋯+ 𝑎′

′
2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′

′
2

𝑎21𝑥1 + 𝑎
′
32𝑥2 + 𝑎′

′
33𝑥3 +⋯+ 𝑎′

′
3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′

′
3

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎′𝑚2𝑥2 + 𝑎′′𝑚3𝑥3 +⋯+ 𝑎′′𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′′𝑚

 (1′′) 

Якщо система (1) сумісна, продовжуючи цей процес, ми прийдемо до системи 

трикутного (𝑘 =  𝑛 ) або східчастого (𝑘 <  𝑛) вигляду: 

  

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎′12𝑥2 + 𝑎′13𝑥3 +⋯+ 𝑎′1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′1
𝑎21𝑥1 + 𝑎

′
22𝑥2 + 𝑎′

′
23𝑥3 +⋯+ 𝑎′

′
2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′

′
2

𝑎21𝑥1 + 𝑎
′
32𝑥2 + 𝑎′

′
33𝑥3 +⋯+ 𝑎′

′
3𝑛𝑥𝑛 = 𝑏′

′
3

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎′𝑚2𝑥2 + 𝑐𝑘𝑘𝑥𝑘 +⋯+ 𝑐𝑘𝑛𝑥𝑛 = 𝑑𝑘

 (K) 

 

Перехід від системи  (1)  до  еквівалентної  системи  (K)  називається прямим 

кроком методу Гаусса, а знаходження невідомих із системи (K) – оберненим 

кроком.  



Зауваження  

1) Якщо, продовжуючи цей процес, ми прийдемо до системи, що містить 

рівняння, у якому всі коефіцієнти лівої частини дорівнюють нулю, а вільний 

член відмінний від нуля, то ця система несумісна. 

2) Якщо усі праві і ліві частини відповідних рівнянь дорівнюють нулю, маємо 

тотожності, і ці нульові рівняння можна відкитути. Тоді матимемо один з двох 

випадків: 

а) кількість рівнянь дорівнює кількості невідомих (𝑘 =  𝑛) — система 

має єдиний розв'язок; 

б) кількість рівнянь менша за кількість невідомих (𝑘 <  𝑛) — система 

має безліч розв'язків. 

У разі системи 𝑘 =  𝑛 з останнього рівняння (K) знайдемо останє 

невідоме 𝑥𝑘. Підставляючи значення 𝑥𝑘 у попереднє рівняння, знаходимо 

𝑥𝑘−1− і т. д. Таким чином початкова система (1) має один розв’язок. 

У разі системи 𝑘 <  𝑛 з останнього рівняння (K) виразимо одне з 

невідомих (наприклад 𝑥𝑘) через останні 𝑛 − 𝑘 невідомих (𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘+2, … , 𝑥𝑛), 

що входять у це рівняння. З передостаннього рівняння виразимо 𝑥𝑘−1 − через 

ці невідомі і т. д. Надавши вільним невідомим 𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘+2, … , 𝑥𝑛 довільних 

значень, знай-демо всю решту базисні невідомих 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘. Оскільки вільні 

невідомі можуть набувати різних значень, то початкова система (1) має 

нескінченну множину розв’язків. 

Отже, метод послідовного виключення невідомих (метод Гаусса) 

застосовний до будь-якої системи лінійних рівнянь дає можливість не тільки 

розв’язати систему, але й у процесі розв’язування відповісти на питання про її 

сумісність, єдиний її розв’язок чи ні. 

Зауваження Розв’язуючи систему цим методом, перетворення зручно 

проводити не над самими рівняннями, а над розширеною матрицею системи 

(1) або (6). 

Приклад: 

Розв‘язати систему методом Гауса: 



{

2𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑥3 = −1,
5𝑥1 + 𝑥2−𝑥3 = 4,

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 14.
 

Розв‘язання: 

(
2 −3 1
5 1 −1
1 2 3

−1
4
14
)~(

1 2 3
2 −3 1
5 1 −1

14
−1
4
)~(

1 2 3
0 −7 −5
0 −9 −16

14
−29
−66

)~ 

~(
1 2 3
0 −7 −5
0 0 −67/7

−14
−29

−201/7
). 

Перейдемо до системи рівнянь 

{

𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 14,
𝑥1 − 7𝑥2 + 5𝑥3 = −29,

𝑥1 + 𝑥2 − 67/7𝑥3 = −201/7
 → 

Відповідно до оберненого ходу  

{

𝑥3 = 201/7 ∙ 7/67 = 3,
𝑥2 = (−29 + 5 ∙ 3): (−7) = 2,

𝑥1 = 14 − 2𝑥2 − 3𝑥3 = 14 − 2 ∙ 2 − 3 ∙ 3 = 1.
 

Відповідь: х1=1, х2=2, х3=3. 

 

 Приклад 



 

Використовуючи елементарні перетворення розширеної матриці отримаємо 

 

Таким чином, система сумісна і має нескінченну множину розв’язків. 

 Запишемо систему, яка еквівалентна початковій і, застосовуючи 

обернений хід методу Гаусса виразимо базисні  невідомі 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 через 

вільну змінну 𝑥4. Маємо 

 

Загальний розв’язок запишемо у вигляді 

𝑋 = {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

} =

{
  
 

  
 

3

7
−
3

7
𝑥4

−
53

56
−
3

56
𝑥4

1

4
−
1

4
𝑥4

𝑥4 }
  
 

  
 

=

{
  
 

  
 

3

7
−
3

7
𝑥4

−
53

56
−
3

56
𝑥4

1

4
−
1

4
𝑥4

𝑥4 }
  
 

  
 

=

{
  
 

  
 
3

7

−
53

56
1

4
0 }
  
 

  
 

⏟    
розв′язок неодн.слар

+

{
  
 

  
 
3

7

−
3

56

−
1

4
1 }
  
 

  
 

𝑥4

⏟      
розв′язок одн.слар

 

Якщо припустимо що 𝑥4=0, то отримаємо частинний розв’язок 

𝑋̅ 

 

 



 4.9 Метод Жордана-Гаусса 

 Метод Жордана-Гаусса полягає в виключенні невідомих за допомогою 

елементарних перетворень так що деяке невідоме, виключається із усіх 

рівнянь системи, крім одного. На відміну від метода Гаусса, у цьому методі в 

ролі ведучого рівняння можно приймати будь-яке рівняння системи, в якому 

будь-яке невідоме можно вибрати за ведуче. При цьому тільки ведуче 

невідоме залишається у рівнянні з усієї решти невідомих, які виключаються 

попередніми елементарними перетвореннями рівнянь вище та нижче ведучого 

рівняння. Цей процес продовжується доти, поки кожне рівняння не стане 

ведучим і в ньому не залишиться тільки одине ведуче невідоме.  

 

Приклади: 

1. Розв‘язати систему 

4𝑥1 − 7𝑥2 + 8𝑥3 = −23
2𝑥1 − 4𝑥2 + 5𝑥3 = −13
−3𝑥1 + 11𝑥2 + 𝑥3 = 16

 

Використовуючи елементарні перетворення розширеної матриці отримаємо 

𝐴∗ = (

4 −7 8 | −23
2 −4 5 | −13
−3 11 1 | 16

) 

(

4 −7 8 | −23
2 −4 5 | −13
−3 11 1 | 16

) [𝑒2 ÷ 2]~(

4 −7 8 | −23
1 −2 5/2 | −13/2
−3 11 1 | 16

) [
𝑒1 + 𝑒2 ∙ (−4)
𝑒3 + 𝑒2 ∙ 3

]  

~(

0 1 −2 | 3
1 −2 5/2 | −13/2
0 5 17/2 | −7/2

) [
𝑒2 + 𝑒1 ∙ 2

𝑒3 + 𝑒1 ∙ (−5)
] ~(

0 1 −2 | 3
1 0 −3/2 | −1/2
0 0 37/2 | −37/2

) 

[𝑒3 ÷ 37/2] 

(

0 1 −2 | 3
1 0 −3/2 | −1/2
0 0 1 | −1

) [
𝑒1 + 𝑒3 ∙ 3/2
𝑒1 + 𝑒3 ∙ 2

] ~(

0 1 0 | 1
1 0 0 | −2
0 0 1 | −1

) 

Запишемо систему, яка еквівалентна початковій і, застосовуючи обернений 

хід визначемо невідомі: 



𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = −2
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = −1

 

𝑥1 = −2; 𝑥2 = 1; 𝑥3 = −1. 

 

2. Розв‘язати систему 

{
 
 

 
 
𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 3𝑥4 = 0,
2𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 − 4𝑥4 = 0,
𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 = 0,
𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 + 9𝑥4 = 0,
𝑥1 − 5𝑥2 − 2𝑥3 − 11𝑥4 = 0.

 

Проведемо перетворення 

А=

(

 
 

1 2 −1
2 −1 2
1 1 2

3
−4
1

1 5 1
1 −5 −2

9
−11)

 
 
~

(

 
 

1 2 −1
0 −5 4

3
−10

0 −1 3
0 3 2
0 −7 −1

−2
6
−14)

 
 
~

(

 
 

1 2 −1
0 1 −3

3
2

0 −5 4
0 3 2
0 −7 −1

−10
6
−14)

 
 
~ 

~

(

 
 

 1 0 5
0 1 −3
0 0 −11

−1
2
0

0 0 11
0 0 −22

0
0 )

 
 
~

(

 
 

1 0 5
0 1 −3
0 0 1

−1
2
0

0 0 11
0 0 −22

0
0 )

 
 
~

(

 
 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−1
2
0

0 0 0
0 0 0

0
0 )

 
 
~ 

~(
1 0
0 1

0 −1
0 2

0 0 1 0
), r(A)=3 < 𝑛, n=4.  

Система сумісна та має безліч розв‘язків. 

Запишемо систему, яка еквівалентна початковій і застосовуючи обернений хід 

визначемо базисні невідомі 𝑥1,  𝑥2, 𝑥3  через вільне невідоме 𝑥4: 

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = 0
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 = 0
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0

 

𝑥1 = 𝑥4;  𝑥2 = −2𝑥4;  𝑥3 = 0. 

Загальний розв’язок: 



𝑋 = (

𝑥4
−2𝑥4
0
) 

Фундаментальнa системa розв’язків: 𝑥4 = 1  𝐸1 = (
1
−2
0
) 

Отже загальний розв’язок через фундаментальну систему розв’язків:  

𝑋 = 𝐶1𝐸1 = 𝐶1 (
1
−2
0
) 


