
Лекція 6 Геометричнi вектори 

6.1 Основні поняття 

Багато фізичних величин повністю визначаються своїм числовим 

значенням (об'єм, маса, густина, температура тощо); вони називаються 

скалярними. Але є й такі величини, які кpiм числового значення мають ще й 

напрям (швидкість, сила, напруженість магнітного поля тощо). Taкi величини 

називаються векторними. Векторна величина геометрично зображається за 

допомогою вектора (геометричний вектор). 

Означення Будь-яка упорядкована пара точок A i В простору визначає 

направлений відрізок, або вектор, тобто відрізок, що має певну довжину i 

певний напрям.  

Першу точку А називають початком вектора, а другу В — кінцем 

вектора. Напрямом вектора вважають напрям від його початку до кінця.  

Вектор, початок якого знаходиться в точці А, а кінець — в 

точці В, позначається відрізком зі стрілкою 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. Якщо вказівка 

на точки несуттєва, то застосовують простіші позначення — 

однією малою літерою латинки з рискою (або стрілкою) 

зверху: 𝑎 . Напрям вектора на рисунку показують стрілкою. 

 Відстань між початком вектора 𝑎 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ i його кінцем називається 

довжиною (або модулем) вектора i позначається │𝑎 │ або│𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗│. 

 Вектор, довжина якого дорівнює одиниці, |𝑎|⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |𝐴𝐵|⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 1 називається 

одиничним.  

 Одиничний вектор, напрям якого збігається з напрямом вектора 𝑎 , 

називається ортом вектора 𝑎  i позначається через  𝑎0⃗⃗⃗⃗ , тобто 

  𝑎0⃗⃗⃗⃗ =
𝑎⃗ 

|𝑎⃗ |
 або 𝑎 = 𝑎0⃗⃗⃗⃗ |𝑎 | (1) 

 Вектор, початок якого збіається з кінцем, називаеться нульовим i 



позначається через |𝑜|⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |𝐴𝐴|⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0; напрям нульового вектора невизначений, a 

його довжина дорівнює нулю.  

Означення Вектори 𝑎  (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ) i 𝑏⃗  (𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) називаються колінеарними, якщо вони 

лежать на одній прямій або на паралельних прямих. Колінеарність векторів 𝑎  

та 𝑏⃗  позначають як 𝑎  // 𝑏⃗ .  

 

Нульовий вектор вважають колінеарним будь-якому векторові.  

Колінеарні ненульові вектори можуть бути однаково направленими 

(позначають ↑↑) або протилежно направленими (позначають ↑↓) 

Означення Вектори 𝑎  і 𝑏⃗  називаються рівним (векторів 𝑎  = 𝑏⃗ ), якщо вони 

колінеарні, однаково напрямлені i мають рівні довжини. 

 

Означення Три (або більше) вектори 𝑎 , 𝑐 , 𝑑  в просторi називаються 

компланарними, якщо вони лежать в однiй площинi або в паралельних 

площинах 

 

Далі, будемо розглядати такі вектори, які мають наступну здатність: від будь-

якої точки можна відкласти вектор, що дорівнює заданому векторові. 



 

Геометричні вектори з таким означенням рівності ще називають вільними 

 

 6.2 Лінійні дії над векторами 

До лінійних дій з векторами належать додавання i віднімання векторів, 

множення вектора на число. 

 1 Додавання векторів. Сума 𝑎 + 𝑏⃗  двох векторів 𝑎  i 𝑏⃗  за означенням є 

вектор 𝑐 , напрямлений з початку вектора 𝑎  в кінець вектора 𝑏⃗  за умови, що 

початок вектора 𝑏⃗  збігається з кінцем вектора 𝑎 . Це правило додавання 

вектора називають правилом трикутника. 

      

 Суму двох вектopiв можна побудувати також за правилом 

паралелограма: Якщо відкласти вектори 𝑎  i 𝑏⃗  від спільної точки O і 

побудувати на них, як на сторонах, паралелограм, то сумою 𝑎 + 𝑏⃗  цих 

векторів є вектор 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ – діагональ паралелограму. 

Зауваження Сума векторів не залежить від вибору точки відкладання 

Означення Сумою скінченної кількості 𝑛 векторів 𝑎 1, 𝑎 2, …, 𝑎 𝑛 є вектор , 

𝑂𝐴𝑛
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , який замикає ламану 𝑂𝐴1 . . . 𝐴𝑛 (правило ламаної). 



 

Зауваження Сума трьох векторів не в одній площині може бути обчислена за 

правилом паралелепіпеда: 

𝑑 = 𝑎 + 𝑏⃗ + 𝑐  

 2 Множення на число. Добутком вектора 𝑎  на скаляр (число) λ 

називається вектор 𝜆𝑎 , який має довжину |𝜆𝑎 |, колiнеарний вектору 𝑎 , 

причому спiвнаправлений з вектором 𝑎 , якщо 𝜆 >  0, i протилежного з 

вектором 𝑎  напрямку, якщо 𝜆 <  0. 

 

Означення Два вектори називаються протилежними, якщо вони колінеарні, 

довжини їх однакові, а напрями протилежні. Вектор, протилежний вектору 𝑎 , 

позначаеться через −𝑎 . 

 

 3 Віднімання векторів. Різницею 𝑎 − 𝑏⃗  називаеться вектор 𝑐 , який, 

будучи доданий до вектора 𝑏⃗ , дає вектор 𝑎 . За правилом трикутника маємо: 

 

Різницю векторів 𝑎 − 𝑏⃗  можна тлумачити ще й так : розуміють суму векторів 

𝑎  та −𝑏⃗   

𝑎 + (−𝑏⃗ ) = 𝑎 − 𝑏⃗  



Зауважимо, що у паралелограмi, побудованому на векторах 𝑎  та 𝑏⃗  одна 

направлена дiагональ є сумою векторiв, а iнша - рiзницею. 

 Лінійні операції над векторами мають такі властивості:  

Для довільних векторів 𝑎 , 𝑏⃗  та 𝑐  і чисел 𝜆 ∈ ℝ та 𝜇 ∈ ℝ правдиві тотожності: 

1 𝑎 + 𝑏⃗ = 𝑏⃗ + 𝑎  (комутативність додавання векторів)  

2 (𝑎 + 𝑏⃗ ) +𝑐  = 𝑎 + (𝑏⃗⃗  ⃗  + 𝑐 ) (асоціативність додавання векторів) 

3 Існує (єдиний) нульовий вектор 0⃗ , такий що 0⃗ + 𝑎 = 𝑎  (властивість 

нульового вектора). 

4 Існує (єдиний) вектор (-𝑎 ) такий, що 𝑎 + (−𝑎  ) =  0⃗  (властивість 

протилежного вектора). 

5 1 𝑎 = 𝑎 . 

6 𝜆 (𝜇𝑎 ) = (𝜆𝜇) 𝑎  (асоціативність множення вектора на число). 

7 (𝜆 + 𝜇) 𝑎  = 𝜆𝑎 + 𝜇𝑎  (дистрибутивність множення вектора на число щодо 

додавання чисел). 

8 𝜆 (𝑎 + 𝑏⃗ ) = 𝜆𝑎 + 𝜆𝑏⃗  (дистрибутивність множення вектора на число щодо 

додавання векторів). 

Зауваження Властивості лінійних дій над векторами 1–8 дозволяють 

виконувати звичні перетворення в лінійних діях над векторами: міняти 

доданки місцями, брати вирази в дужки, групувати, виносити за дужки як 

скалярні, так і векторні спільні множники. 

Множина геометричних векторів з означеними лінійними діями над 

векторами є векторним (геометричним) простором. 

Означення Під векторним (лінійним) простором розуміють множину, на якій 

означено додавання елементів і множення елемента на дійсне число, що 

мають властивості 1–8. 



Твердження (критерій колінеарності векторів). Вектори 𝑎 ≠ 0 та 𝑏⃗  

колінеарні тоді й лише тоді, коли існує таке число 𝜆, що 𝑏⃗ = 𝜆𝑎 , тобто 

  𝑎  // 𝑏⃗   𝑏⃗ = 𝜆𝑎 , 𝑎 ≠ 0 

 

 6.3. Лінійна залежність та лінійна незалежність векторів 

 Нехай задано k векторів: 𝑎 1, 𝑎 2, …, 𝑎 𝑘 назвемо таку задану множину 

векторів системою векторів. 

Означення Лінійною комбінацією векторів 𝑎 1, 𝑎 2, …, 𝑎 𝑘 з коефіцієнтами 𝛼1, 

𝛼2, …, 𝛼𝑘  називають вектор 

𝑥 = 𝛼1𝑎 1 + 𝛼2𝑎 2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎 𝑘 

При цьому кажуть, що вектор 𝑥  лінійно виражається через вектори 𝑎 1, 𝑎 2, …, 

𝑎 𝑘 або його розкладено за векторами 𝑎 1, 𝑎 2, …, 𝑎 𝑘 

Означення Система векторів 𝑎 1, 𝑎 2, …, 𝑎 𝑘 називається лінійно незалежною, 

якщо з рівності 

 ___  𝛼1𝑎 1 + 𝛼2𝑎 2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎 𝑘 = 0 (*) 

випливає, що всі коефіцієнти 𝛼1 = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑘 = 0 одночасно дорівнюють 

нулю. 

Означення Система векторів 𝑎 1, 𝑎 2, …, 𝑎 𝑘 називається лінійно залежною, 

якщо для коефіцієнтів 𝛼1, 𝛼2, …, 𝛼𝑘 які не дорівнюють одночасно нулю 

випливає рівность 

𝛼1𝑎 1 + 𝛼2𝑎 2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎 𝑘 = 0 

Теорема (критерій лінійної залежності векторів). Система векторів 𝑎 1, 𝑎 2, 

…, 𝑎 𝑘 лінійно залежна, якщо хоча б один з векторів системи може бути 

виражений як лінійна комбінація останніх, наприклад, 

  𝑎 𝑘 = 𝛼1𝑎 1 + 𝛼2𝑎 2 + ⋯+ 𝛼𝑘−1𝑎 𝑘−1 (2) 

Дійсно, якщо маємо рівність (2) 

𝑎 𝑘 = 𝛼1𝑎 1 + 𝛼2𝑎 2 + ⋯+ 𝛼𝑘−1𝑎 𝑘−1 



тоді, переносячи 𝑎 𝑘  у праву частину, дістанемо 

𝛼1𝑎 1 + 𝛼2𝑎 2 + ⋯+ 𝛼𝑘−1𝑎 𝑘−1 + (−1)𝑎 𝑘 = 0 

 і отже маємо рівність (*) при 𝛼𝑘 = 1 ≠ 0.  

Навпаки, якщо виконано умову (*) 

𝛼1𝑎 1 + 𝛼2𝑎 2 + ⋯+ 𝛼𝑘𝑎 𝑘 = 0 

 і наприклад, 𝛼𝑘 ≠ 0, тоді 

𝑎 𝑘 = −
𝛼1

𝛼𝑘
 𝑎 1 −

𝛼2

𝛼𝑘
𝑎 2 − ⋯−

𝛼𝑘−1

𝛼𝑘
𝑎 𝑘−1 

 і тим самим виконано умову (2). 

 Таким чином маємо рівнозначні означення: 

 Система векторів називається лінійно незалежною, якщо жоден з 

векторів системи не може бути виражений як лінійна комбінація останніх або 

якщо piвніcть нулю їх лінійної комбінації можлива тільки тoдi, коли вci 

коефіцієнти лінійної комбінації дорівнюють нулю. 

 Система векторів називається лінійно залежною, якщо хоча б один з 

векторів системи може бути виражений як лінійна комбінація решти або якщо 

piвніcть нулю їх лінійної комбінації можлива коли не вci коефіцієнти лінійної 

комбінації дорівнюють нулю. 

 Геометричне тлумачення лінійної залежності 

1 Розгляньмо на прямій 𝐿 дві різні точки O та E. Отже, на прямій 𝐿 існує 

ненульовий вектор 𝑒 . Будь-який вектор 𝑎 , колінеарний ненульовому вектору 

𝑒 , можна єдиним чином лінійно виразити через цей вектор: 

𝑎 = 𝛼𝑒  

Таким чином, два колінеарних вектора є лінійно залежною системою.  

Система із двох векторів лінійно незалежна тоді й лише тоді, коли вони 

неколінеарні. 

Водночас, один вектор утворює лінійно незалежну систему тоді й лише 

тоді, коли він ненульовий. 



 

2 Розгляньмо на площині три точки 𝑂, 𝐸1, та 𝐸2, що не лежать на одній 

прямій. Отже, на площині існують два неколінеарні вектори 𝑒 1 та 𝑒 2 . Будь-

який вектор 𝑎 , компланарний з векторами 𝑒 1 та 𝑒 2, єдиним чином лінійно 

виражається через них 

𝑎 = 𝛼1𝑒 1 + 𝛼2𝑒 2 

Таким чином, три компланарних вектора є лінійно залежною системою.  

Система із трьох векторів лінійно незалежна тоді й лише тоді, коли вони 

не компланарні. 

3 Розгляньмо у тривимірному просторі точки 𝑂, 𝐸1, 𝐸2 та 𝐸3, що не лежать на 

одній прямій. Отже, у просторі існують три некомпланарні вектори 𝑒 1, 𝑒 2 та 

𝑒 3. Будь-який вектор 𝑎  простору єдиним чином лінійно виражається через 

некомпланарні вектори  

  𝑎 = 𝛼1𝑒 1 + 𝛼2𝑒 2 + 𝛼3𝑒 3  

Таким чином, система із чотирьох векторів у тривимірному просторі завжди 

лінійно залежна. 

Означення Базисом векторного простору називають будь-яку лінійно 

незалежну систему з найбільшою можливою кількістю векторів. Вектори, які 

утворюють базис простору, називають базисними. Кількість векторів базису 

простору називають його вимірністю 

Теорема (про розкладання вектора) Будь-який вектор може бути поданий як 

лінійна комбінація базисної системи векторів; таке подання (розкладання за 

базисною системою або за базисом ) єдине. 



Означення Координатами вектора в заданому базисі називається 

коефіцієнти розкладання вектора за базисною системою векторів. 

 Отже, якщо задана базисна система векторів  𝑒 1, 𝑒 2 та 𝑒 3  і 

  𝑎 = 𝛼1𝑒 1 + 𝛼2𝑒 2 + 𝛼3𝑒 3 (3) 

то координатами вектора ā в заданому базисі 𝑒 1, 𝑒 2 та 𝑒 3 є числа 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3.  

Записуються координати вектора в заданому базисі у вигляді рядка: 𝑎 =

(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) 

 Зустрічається також запис у вигляді стовпця ā = (

α1

α2

α3

). 

Отже, якщо задано базис е1 , е2, е3  і в цьому базисі вектор має координати 

ā = (3, 1, -2), тоді 

ā = 3е1+е2 - 2е3. 

Зауваження Очевидно, якщо задано деякий базис, то задання координат 

вектора в цьому базисі повністю визначає сам вектор і, отже, два вектори 

рівні тоді і тільки тоді, коли рівні їх координати в якому-небудь заданому 

базисі. 

 

 6.4. Декартова система координат 

Зафіксуємо у просторі точку 𝑂 і розглянемо 

довільну точку 𝑀.  

Якщо в просторі обрано точку 𝑂 і існує 

деякий базис 𝑎 , 𝑏⃗  та 𝑐 ,  то точці 𝑀 можна 

поставити у відповідність упорядковану 

трійку дійсних чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, які являються 

компонентами (координатами) вектора 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 

тобто коефіцієнтами його розкладання: 

𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛼1𝑎 + 𝛼2𝑏⃗ + 𝛼3𝑐  



Означення Декартовою системою координат в просторі називається 

сукупність точки O - початоку координат і базису – трійки векторів. 

Вектор 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   називається радіусом – вектором точки M відносно точки O . 

Прямі, що проходять через початок координат у напрямку базисних векторів, 

називаються осями координат (перша вісь – вісь абсцис, друга – вісь 

ординат, третя – вісь аплікат). 

Таким чином, якщо в пpoстopi обрано декартову систему координат, то 

кожній точці простору відповiдає одна упорядкована трійка дійсних чисел — 

декартові координати цієї точки. I навпаки, для кожної унорядковано трійки 

чисел знайдеться єдина точка простору, для якої цi числа є декартовими 

координатами. 

Очевидно, декартових систем координат можна задати скільки завгодно. 

Серед них широко використовується прямокутна декартова система 

координат. Щоб визначити цю систему, введемо такі поняття. 

Базис називається ортогональним, якщо його вектори утворюють 

ортогональні (перпендикулярні) пари. 

 Базис називається нормованим, якщо його вектори мають довжину, 

що дорівнює одиниці, тобто складається з ортів. 

 Базис називається ортонормованим, якщо він ортогональний і 

нормований. В цьому випадку ортонормований базис позначають через 𝑖, 𝑗, 𝑘, 

де │𝑖│= │𝑗│= │𝑘│ =1, ( 𝑖 , 𝑗̂) = (𝑗, 𝑘
̂

) = (𝑘, 𝑖
̂

) = 
𝜋

2
. 

Означення Упорядкована трійка 𝑎, 𝑏, с  некомпланарних векторів 

називається правою (б), якщо з кінця третього вектора с найкоротший поворот 

від першого вектора 𝑎 до другого вектора 𝑏  видно проти руху годинникової 

стрілки; в протилежному випадку - трійка векторів 𝑎, 𝑏, с називається лівою 

(а). 



 

(а)     (б) 

Означення Прямокутною декартовою системою координат (або просто 

прямокутною системою координат) називається декартова система 

координат, базис якої ортонормований.  

Прямокутна система координат називається правою (лівою), якщо її 

ортонормований базис утворює праву (ліву) трійку векторів.  

Надалі користуватимемося правою системою 

координат, яка визначається правим 

ортонормованим базисом: 𝑖, 𝑗, 𝑘. 

Нехай задана прямокутна система координат Oxyz i 

довільна точка М. Радіус-вектор 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑟 (x,y,z) 

можна записати у вигляді 

  𝑟  =  𝑥𝑖  +  𝑦 𝑗  +  𝑧𝑘⃗  . (4) 

Координати х, у, z радіуса-вектора точки М називаються координатами точки 

М. Точка М з координатами х, у, z позначається через М (х; у; z). 

 

 6.5. Проекція вектора на вісь 

 Віссю називається направлена пряма. Напрям прямої позначають 

стрілкою. Заданий на осі напрям вважають додатним, а протилежний йому – 

від‘ємним. 

 Нехай у просторі задано вісь 𝑢 і вектор 𝐴𝐵. Позначимо через А1 та В1 

ортогомальні проекції на вісь u відповідно початку А і кінця В вектора 𝐴𝐵. 

М(x,y,z) 



Тоді отрумуємо вектор 𝐴1𝐵1 

 

Проекцією вектора 𝐴1𝐵1 на вісь u називають додатне число │𝐴1𝐵1│, 

якщо вектор 𝐴1𝐵1 і вісь  u однаково напрямні, і від‘ємне число │𝐴1𝐵1│, якщо 

вектор 𝐴1𝐵1  і вісь u протилежно напрямлені.  

Проекцію вектора 𝐴𝐵 = 𝑎 на вісь позначають Прu𝑎 або Пр𝑏⃗ 𝑎, де вектор 

𝑏⃗  позначає напрям віссі u. 

Якщо 𝑎 = 0 або 𝑎 перпендикулярний віссі u (𝑎 ⊥ 𝑢) то вважають, що 

Прu𝑎  =  0. 

Кутом φ між вектором 𝑎 і віссю u (або між двома векторами 𝑎 та 𝑎1⃗⃗⃗⃗ ) 

називається менший з кутів, на який потрібно повернути вісь (або вектор), 

щоб вона збігалася за напрямом з вектором 𝑎:  

φ = (𝑎 𝑢̂) = (𝑎, 𝑎1̂), 0≤ φ≤ 𝜋. 

 

   

 

 Властивостi  проекцiї  вектора  на вiсь 

1. Проекція вектора 𝑎 на вісь и дорівнює добутку довжини вектора 𝑎 на 

косинус φ між вектором і віссю, тобто 

  При𝑎 = │𝑎 │cos𝜑 (5) 

Доведення: 



Якщо φ = (𝑎, 𝑢̂)<
𝜋

2
, то При𝑎 = │𝑎1 │= │𝑎 │cos𝜑.  

Якщо  φ >  
𝜋

2
, то При𝑎 = −│𝑎1 │= │𝑎 │cos(𝜋 − 𝜑)= │𝑎│cos𝜑. 

Якщо φ =  
𝜋

2
  , то формула (5)  також справедлива, оскільки При𝑎=0. 

Наслiдок 1 з означення: проекцiя вектора на вiсь додатня (вiд’ємна), 

якщо вектор утворює з вiссю гострий (тупий) кут, i дорiвнює нулю, якщо цей 

кут – прямий. 

Наслiдок 2 з означення: проекцiї рiвних векторiв на одну i ту саму вiсь є 

рiвними мiж собою. 

2. Проекція суми кількох векторів на одну вісь дорівнює сумі їхніх проекцій 

на цю вісь, тобто 

При(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = При𝑎 + При𝑏 + При𝑐 

3. При множенны вектора 𝑎 на число λ його проекція також помножиться 

на це число:  

При(λ𝑎) = λПри𝑎 

 

 6.6. Розклад вектора по ортах координатних осей декартової системи 

координат 

Розглянемо у просторi прямокутну декартову систему координат Oxyz. Ви- 

дiлимо на осях Ox, Oy, Oz одиничнi вектори 𝑖, 𝑗, 𝑘 ортонормованого 

базису.  

Виберемо довiльний вектор a   простору 

та перенесемо його початок у початок 

координат: 𝑎⃗  =  ОМ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

Знайдемо проекцiї вектора 𝑎⃗   на 

координатнi осi. Для цього проведемо 

через кiнець M вектора 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   площини, 

паралельнi координатним площинам. Точки перетину цих площин з 



координатними осями позначимо M1, M2 та M3 вiдповiдно. Отримаємо 

прямокутний  паралелепiпед, однiєю з дiагоналей якого є вектор 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . Тобто 

𝑎  =  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
1  +  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

2  +  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
3 , 

де 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
1 = |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

1|𝑖 , 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
2 = |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

2|𝑗 , 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
3 = |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

3|𝑘⃗  

У свою чергу 

|𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
1| = Пр𝑂𝑥𝑎 = 𝑎𝑥, |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

2| = Пр𝑂𝑦𝑎 = 𝑎𝑦, |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
3| = Пр𝑂𝑧𝑎 = 𝑎𝑧 

Тодi 

  𝑎  =  𝑎𝑥𝑖  +  𝑎𝑦𝑗  + 𝑎𝑧𝑘⃗   (6а) 

Рiвнiсть (6а) називається розкладом вектора по ортах  координатних 

осей, а числа 𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧 - координатами вектора. Таким чином, координати 

вектора є його проекцiї на вiдповiднi координатнi осi. Рiвнiсть часто 

записують у скороченiй формi наступним чином: 

  𝑎  = ( 𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧) (6б) 

Зауважимо, що згiдно з введеним поняттям координат геометричного 

вектора, орти осей Ox, Oy, Oz вiдповiдно мають координати: 𝑖  =  (1, 0, 0), 𝑗 =

 (0, 1, 0), 𝑘⃗ =  (0, 0, 1) 

 За вiдомими координатами вектора легко знайти його модуль. Оскiльки 

вектор 𝑎  є дiагоналлю прямокутного паралепiпеда, то його довжина може 

бути знайдена як: 

|𝑎  |2 = |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
1|

2
 +  |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

2|
2
 +  |𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

3| 
2  =  𝑎𝑥

2  +  𝑎𝑦
2  +  𝑎𝑧

2 , 

Звiдки 

  |𝑎  | =  √𝑎𝑥
2  +  𝑎𝑦

2  +  𝑎𝑧
2 (7) 

Отже, модуль вектора дорiвнює квадратному кореню з суми квадратiв його 

проекцiй  на  координатна осi. 



 Нехай кути вектора 𝑎   з осями 𝑂𝑥, 𝑂𝑦 та 𝑂𝑧 вiдповiдно дорiвнюють  α, β 

та γ такі що 

α = (𝑎, 𝑖̂),   β = (𝑎, 𝑗̂),   γ = (𝑎, 𝑘
̂

),   0≤α, β, γ≤π. 

З означення проекцiї вектора на вiсь,  маємо проекцiй  на  координатна осi: 

𝑎𝑥 = |𝑎  | cos α, 𝑎𝑦 = |𝑎  | cos β, 𝑎𝑧 = |𝑎  | cos γ. 

Отже, 

  cos α =
𝑎𝑥

|𝑎⃗  |
, cos β =

𝑎𝑦

|𝑎⃗  |
, cos γ =

𝑎𝑧

|𝑎⃗  |
 (8) 

Числа cos α, cos β, cos γ називаються напрямними косинусами вектора 𝑎 . 

Напрямнi косинуси вектора задавольняють спiввiдношенню: 

  cos2 𝛼
 
 + cos2 𝛽

 
 + cos2 𝛾

 
  =  1 (9) 

Пiдкреслимо, що координатами орта 𝑎 0 вектора  це - напрямнi косинуси 

вектора 𝑎 , тобто 

𝑎 0 = (𝑐𝑜𝑠 𝛼, 𝑐𝑜𝑠 𝛽, 𝑐𝑜𝑠 𝛾) 

 

 6.7 Лінійні дії з векторами які задані координатами 

Розглянемо у просторi прямокутну систему координат Oxyz. 

1 Знайдемо тепер координати  вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, якщо вiдомi координати точок 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) та 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2). Маємо 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, де 

 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘⃗ , 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘⃗  

Отже, 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘⃗ ) − (𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘⃗ ) = 

(𝑥2 − 𝑥1)𝑖 + (𝑦2 − 𝑦1)𝑗 + (𝑧2 − 𝑧1)𝑘⃗  

Таким чином, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ((𝑥2 − 𝑥1), (𝑦2 − 𝑦1), (𝑧2 − 𝑧1)) 



2 Лінійні дії з векторами. Якщо відомі координати векторів, то лінійним діям 

з векторами відповідають відповідні арифметичні діі над їхніми 

координатами. Це випливає з властивостей проекцій.  

 Нехай задано вектори 𝑎 =(ах; ау; az),  𝑏 =(bx; by; bz)  i дійсне число λ,тоді 

використовуючи правила лінійних операцій отримуємо такі теореми: 

Теорема (1). При множенні вектора на число всі його координати в 

заданому базисі перемножаться на це число: 

  λ𝑎 =(λаx; λay; λaz), (10) 

Доведення. Дійсно, нехай задано базис е1, е2, е3 і в цьому базисі вектор:  

𝑎= (аx; ay; az) 

Тоді 

λ𝑎 = λ(аxе1 + ayе2  + azе3) = λаxе1 +λayе2  +λ azе3 = (λ аx, λ ay, λ az); 

Теорема (2). При додаванні векторів складаються відповідні 

координати цих векторів. 

  𝑎 ± 𝑏 =(ax ± bx;  ay ± by; аz ± bz). (11) 

Доведення. Дійсно, нехай задано базис е1, е2, е3 і в цьому базисі два 

вектори:  

𝑎= (ax, ay, az),    𝑏 = (bx, by, bz). 

Тоді 

𝑎 + 𝑏 = (axе1 + ayе2  + azе3) + (bxе1 + byе2 + bzе3) = 

= (ax + bx)е1 + (ay + by)е2 + (аz + bz) е3 = (ax + bx, ay + by, аz + bz). 

3 Рівність векторів. Нехай вектори  𝑎 =(ах; ау; az)  та  𝑏 =(bx; by; bz)  piвнi, 

тобто мають однакові довжини i напрям, тоді  

  ах =bx,   ау = bу,   аz = bz (12) 

4 Колінеарність вeкmopiв. Необхідною i достатньою умовою того, що 



вектори 𝑎 =(ах; ау; az)  та  𝑏 =(bx; by; bz)  колінеарні, є пропорціональність їxнix 

проекцій: 

  
𝑎𝑥

𝑏𝑥
=

𝑎𝑦

𝑏𝑦
=

𝑎𝑧

𝑏𝑧
. (13) 

Дійсно, якщо вектори 𝑎 i 𝑏 колінеарні, то icнyє таке число λ, що  𝑎=λ𝑏 тоді з 

формул (10) дістаємо piвнocтi ax = λbx;   ay = λby;  az=λbz,  з яких випливають 

формули (13) 

Приклади 

1. Перевірити чи будуть вектори   𝑎 =(2; -7; 4)  і  𝑏 =(4; -14; 5) колінеарні. 

Розв‘язання: 

 Перевіримо виконання формули (1.16) 

2

4
=

−7

−14
≠

4

5
 

Тобто, вектори не будуть колінеарними. 

2. Задани два вектори: 𝑎 = (1, -2, 4); 𝑏 = (0, -3, 1). Знайти вектор 3𝑎, та  𝑎 + 

𝑏. 

Розв‘язання: 

3𝑎 = (3× 1, 3 × (−2), 3 × 4) = (3, -6, 12) 

𝑎 + 𝑏 = (1+0, -2-3, 4+1) = (1, -5, 5) 

3. У базисній системі  𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 задано три вектори 𝑎1=(1, 2, 0),    𝑎2 = (-1, 1, 

1), 𝑎3 = (2, 0, 1), вектор 𝑎 має координати (-1, 2, 1). Знайти координати 

вектора 𝑎 в базисі 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3. 

Розв‘язання: 

𝑎 = -𝑎1 + 2𝑎2 + 𝑎3; 

𝑎1 = е1 + 2е2;   𝑎2 = -𝑒1 +  𝑒2  + 𝑒3 ;   𝑎3 =2𝑒1  +  𝑒3 ; 

𝑎 = -(𝑒1  + 2𝑒2 ) + 2(-𝑒1  +  𝑒2  + 𝑒3 ) + (2𝑒1  +  𝑒3) = -𝑒1 +0∙ 𝑒2   + 3𝑒3 . 

Отже, 𝑎 = (-1, 0, 3) у базисі 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3. 


