
Лекція 8 Площина у просторi. Види рівнянь площини у просторi 

8.1 Загальне рівняння площини 

 Нехай у просторi, де задано прямокутну систему координат площина π 

проходить через точку М0 (х0; у0; z0) i є перпендикулярною до вектору 𝑁⃗⃗ =

(А, В, С) , де у загальному випадку А ≠ 0, В ≠ 0, С ≠ 0 

Означення Вектор 𝑛⃗  перпендикулярний до площини π називається 

нормальний вектор площини π. 

Доведемо, що точка площини М0 i нормальний вектор 𝑁 однозначно 

визначають положення площини π відносно декартової прямокутної системи 

координат у пpocтopi. 

Щоб скласти piвняння площини π, візьмемо на ній довільну точку М (х; у; z) i 

знайдемо залежність між її координатами та відомими сталими параметрами – 

точкою М0 i вектором 𝑁.  

Розглянемо вектор  

М0М = (х — х0, у — 𝑦0, 𝑧 — 𝑧0),  

де М - довільна (поточна) точка 

площини. При будь-якому положенні 

точки М на площині π вектор М0М 

перпендикулярний до вектора 𝑁. Отже, 

скалярний добуток цих двох вектоpiв 

дорівнює нулю 

𝑁 ∙ М0М= 0. 

Виразимо ліву частину цього рівняння через координати векторів М0М і 𝑁. 

Дістанемо 

  А(𝑥 − 𝑥0)  +  𝐵(𝑦 − 𝑦0)  + 𝐶(𝑧 − 𝑧0)  =  0 (1) 

Означення Рівняння (1) є рівняння площини, що проходить через відому 

точку М0 перпендикулярно до відомого вектору 𝑁. 

Розкриваємо дужки в рівнянні (1) i позначимо вираз через 𝐷 =



–𝐴𝑥0 –  𝐵𝑦0 –  𝐶𝑧0. Матимемо 

  𝐴х +  𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +  𝐷 = 0 (2) 

Означення Рівняння (2) є називається загальним рівнянням площини.  

Існує твердження: 

Теорема Загальне рівняння площини є рівнянням першого степеня (або 

лінійним) відносно декартових координат х, у, z, i навпаки, кожне рівняння 

першого порядку відносно дерартових координат х, у, z, є площина. 

Доведемо обернене: всі точки, координати яких задовольняють рівнянню 

(2), заповнюють площину, перпендикулярну вектору 𝑁⃗⃗ = (А, В, С). Для 

доведення знайдемо який-небудь частинний розв’язок рівняння (2). Щоб це 

зробити, достатньо в рівнянні (2) двом невідомим, наприклад, х, у, надати 

довільних значень 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0 а третє невідоме 𝑧0 знайти з цього рівняння. 

Отже, нехай 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 – розв’язок рівняння (2), тобто 

𝐴𝑥0 +  𝐵𝑦0 +  𝐶𝑧0 + 𝐷 = 0 

Віднявши від рівняння (2) знайдену тотожність, отримуємо рівняння,  

А(𝑥 − 𝑥0)  +  𝐵(𝑦 − 𝑦0)  + 𝐶(𝑧 − 𝑧0)  =  0 

рівносильне (1). З останнього рівняння випливає, що всі точки, координати 

яких задовольняють цьому рівнянню, заповнюють площину, яка проходить 

через точку М0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) перпендикулярно вектору 𝑁 = (А, В, С). 

Зауваження Вектор 𝑎 = (𝑚, 𝑛, 𝑝) буде паралельним до площини 𝜋 тоді і 

тільки тоді, коли він перпендикулярний до нормального вектора 𝑁 = (А, В, С) 

цієї площини, тобто 

  𝑎 ∙ 𝑁 = 𝐴𝑚 + 𝐵𝑛 + 𝐶𝑝 = 0 (3) 

Отже, рівність (3) є необхідною і достатньою умовою паралельності вектора 𝑎 

і площини. 

 

8.2 Неповні рівняння площини 

У загальному рівнянні площини 𝜋 деякі з коефіцієнтів можуть дорівнювати 



нулю. Вияснимо, як це впливає на розміщення площини у просторі.  

 Розглянемо наступні випадки: 

 1º Нехай 𝐴 ≠ 0, 𝐵 ≠ 0, 𝐶 ≠ 0, 𝐷 = 0. Тоді загальне рівняння площини 

приймає вигляд 

  𝐴х +  𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = 0 (4) 

Координати точки 𝑂 = (0, 0, 0)  задовольняють рівнянню (3), тому площина  

проходить через початок координат (рис. 1) 
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Рис. 1 Рис. 2 

 2º. Нехай 𝐴 ≠ 0, 𝐵 ≠ 0, 𝐶 = 0, 𝐷 ≠ 0. Тоді загальне рівняння площини 

прийме вигляд 

  𝐴х +  𝐵𝑦 + 𝐷 = 0 (5) 

Нормальним вектором площини (4) є вектор 𝑁 = (А, В, 0). У цьому випадку 

вектор 𝑘 = (0, 0, 1) буде паралельним до площини (2), оскільки умова (3) 

виконується. Дійсно,  

𝑘 ∙ 𝑁 = 𝐴 ∙ 0 + 𝐵 ∙ 0 + 0 ∙ 1 = 0 

Отже, площина і вектор 𝑘 паралельні. Але оскільки ця площина не проходить 

через початок координат 𝐷 ≠ 0, то вона паралельна до осі 𝑂𝑧 (рис. 2). 

 3º. Нехай 𝐴 ≠ 0, 𝐵 = 0, 𝐶 ≠ 0, 𝐷 ≠ 0. Тоді загальне рівняння площини 

набуває вигляду 

  𝐴х +  𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 (6) 

Ця площина паралельна вектору 𝑗 = (0, 1, 0), оскільки 
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𝑗 ∙ 𝑁 = 𝐴 ∙ 0 + 0 ∙ 1 + 𝐶 ∙ 0 = 0 

Крім цього, 𝐷 ≠ 0. Тому площина (6) паралельна осі 𝑂𝑦 (рис. 3). 

  

Рис. 3 Рис. 4 

 4º. Нехай 𝐴 = 0, 𝐵 ≠ 0, 𝐶 ≠ 0, 𝐷 ≠ 0. Тоді площина визначається 

рівнянням  

  𝐵𝑦 +  𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 (7) 

і паралельна осі 𝑂𝑥 (рис. 4). 

 5º. Якщо у випадках 2º, 3º, 4º умову 𝐷 ≠ 0 замінити на умову 𝐷 = 0, то 

отримаємо рівняння площини відповідно 

  𝐴х +  𝐵𝑦  = 0 (8) 

  𝐴х +  𝐶𝑧 = 0 (9) 

  𝐵𝑦 +  𝐶𝑧 = 0 (10) 

Оскільки 𝐷 = 0, то площина (8) проходить через вісь 𝑂𝑧 (рис. 5), 

  

Рис. 5 Рис. 6 

площина (6) – через вісь 𝑂𝑦 (рис. 6), а площина (7) – через вісь 𝑂𝑥 (рис. 7). 

 6º. Нехай 𝐴 ≠ 0, 𝐵 = 0, 𝐶 = 0, 𝐷 ≠ 0. Тоді рівняння площини  має вигляд 
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  𝐴х +  𝐷 = 0 (11) 

У цьому випадку вектори 𝑗 і 𝑘 паралельні до площини. Оскільки ця площина 

не проходить через початок координат (𝐷 ≠ 0), то вона паралельна 

координатній площині 𝑦𝑂𝑧 (рис. 8). 

 7º. Якщо 𝐴 = 0, 𝐵 ≠ 0, 𝐶 = 0, 𝐷 ≠ 0, то площина  

  𝐵𝑦 +  𝐷 = 0 (12) 

не проходить через початок координат і паралельна координатній площині 

𝑥𝑂𝑧 (рис. 9). 

  

Рис. 7 Рис. 8 

 8º. У випадку 𝐴 = 0, 𝐵 = 0, 𝐶 ≠ 0, 𝐷 ≠ 0, отримуємо площину  

  𝐶𝑧 +  𝐷 = 0 (13) 

паралельну координатній площині 𝑥𝑂𝑦 (рис. 10). 

  

Рис. 9 Рис. 10 

 9º. Якщо у випадках 6º, 7º, 8º покласти 𝐷 = 0, то рівняння площини 

прийме вигляд відповідно 

  𝐴х = 0  𝑥 = 0 (14) 
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  𝐵𝑦 = 0  𝑦 = 0 (15) 

  𝐶𝑧 = 0  𝑧 = 0 (16) 

 

Площина (14) є координатною 

площиною y𝑂𝑧, площина (15) – 

координатною площиною 𝑥𝑂𝑧, а 

площина (16) – координатною площиною 

𝑥𝑂𝑦 (рис. 11). 

Рис. 11 

 8.3. Рівняння площини, що проходить через три точки 

Нехай на площині π задано три точки M1 (x1, y1, z1) М2 (х2; у2; z2) i М3 (X3; 

у3; z3), які не лежать на одній прямій, тобто М1М2 ∦ М1М3. Візьмемо на 

площині довільну (поточну) точку М (х; у, z). Щоб скласти рівняння площини 

π, треба пов'язати координати 𝑀(х, у, 𝑧) довільної (поточної) точки площини 

𝑀(х, у, 𝑧) з відомими сталими параметрами, які визначають положення 

площини відносно декартової прямокутної системи координат. Такими 

сталими параметрами є 9 чисел — координати точок M1, М2, М3. 
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Розглянемо три вектори М1М = (𝑥 − 𝑥1, 𝑦 − 𝑦1, 𝑧 − 𝑧1), 𝑀1𝑀2 = (𝑥2 − 𝑥1,
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𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1), 𝑀1𝑀3 = (𝑥3 − 𝑥1, 𝑦3 − 𝑦1,   𝑧3 − 𝑧1). Ці вектори лежать у 

площині  𝜋, отже, вони компланарні.  

Умовою компланарності їх є те, що мішаний добуток цих векторiв дорівнює 

нулю, тобто 

М1М ∙ М1М2 ∙ М1М3 = 0, 

або 

  |

𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1

𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1

𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1

| = 0 (17) 

 Це рівняння площини, що проходить через три точки. 

 8.4 Рівняння площини у відрізках. 

Нехай у загальному рівнянні площини  

  𝐴х +  𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0  

всі коефіцієнти відмінні від нуля: 𝐴 ∙ 𝐵 ∙ 𝐶 ∙ 𝐷 ≠ 0. Геометрично це означає, 

що площина перетинає всі три координатні осі і не проходить через початок 

координат. Покладаючи по черзі: 1) 𝑦 = 𝑧 = 0; 2) 𝑥 = 𝑧 = 0; 3) 𝑥 = 𝑦 = 0, 

знаходимо точки перетину площини з координатними осями. Такими точками 

будуть відповідно точки  

𝑀1(−
𝐷

𝐴
, 0, 0), 𝑀2(0,−

𝐷

𝐵
, 0), 𝑀3(0,0, −

𝐷

𝐶
) 

 Перетворимо загальне рівняння 

наступним чином: 

𝐴х +  𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 

𝐴х +  𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 = −𝐷 

𝐴

−𝐷
х +

𝐵

−𝐷
𝑦 +

𝐶

−𝐷
𝑧 = 1 

 

  
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
+

𝑧

𝑐
= 1, (18) 
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де 𝑎 = −
𝐷

𝐴
, 𝑏 = −

𝐷

𝐵
, 𝑐 = −

𝐷

𝐶
 – вірізки, які площина відтинає відповідно на 

осях координат Ох, Оу, Oz (рис). 

Означення 1 Рівняння площини (18) називається рівнянням площини у 

відрізках. 

Означення 2 Вірізки перетину площини (18) з координатними площинами 

називаються слідами цієї площини на координатних площинах. 

Визначення рівняння (18) можно надати іншим способом: Нехай задано 

відрізки a,b, c, які площина відтинає відповідно на осях координат Ох, Оу, Oz 

(рис). Отже, відомі три точки площини А (а; 0; 0), В (0; b; 0), С (0; 0; с).  

Запишемо рівняння площини, що проходить через ці три точки. Маємо 

|
𝑥 − 𝑎 𝑦 − 0 𝑧 − 0
0 − 𝑎 𝑏 − 0 0 − 0
0 − 𝑎 0 − 0 𝑐 − 0

| = 0 

або 

(х —  𝑎) 𝑏𝑐 +  уас +  𝑧𝑎𝑏 =  0 

Розкриємо дужки, перенесемо в праву частину вільний член i поділимо на 

нього обидві частини рівняння. Дістанемо 

𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
+

𝑧

𝑐
= 1. 

Приклади: 

1. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку М(2,-7,4) 

перпендикулярно до вектора 𝑘 =(-7, 4, 1). 

Розв‘язання:  

За формулою (1) маємо:  

−7(𝑥 –  2) + 4(𝑦 – ( − 7)) + 1(𝑧 –  4) = 0, − 7𝑥 + 14 + 4𝑦 + 28 + 𝑧 –  4 = 0, 

− 7𝑥 + 4𝑦 + 𝑧 + 38 = 0. 

2. Знайти відрізки, які відтинає площина 2𝑥 + 4𝑦 + 12𝑧 –  6 = 0 на осях 

координат. 



Розв‘язання:  

2𝑥 + 4𝑦 + 12𝑧 = 6 │:6 

𝑥

3
+

2𝑦

3
+ 2𝑧 = 1,  

𝑥

3
+

𝑦
3

2

+
𝑧
1

2

= 1 

Звідки  𝑎 = 3; 𝑏 =
3

2
;  𝑐 =

1

2
 . 

 

 8.5 Взаємне розміщення двох площин Кут між двома площинами. 

Умови паралельності і перпендикулярності двох площин 

Нехай задано дві площини π1 i π2 задані загальними рівняннями відповідно: 

𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0,  

𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0 

За рівняннями будемо визначати взаємне розміщення цих площин, тобто коли 

вони перетинаються, паралельні і перпендикулярні.  

 З алгебраїчної точки зору задача про взаємне розміщення двох площин 

зводиться до дослідження системи двох рівнянь з трьома невідомими 𝑥, 𝑦, 𝑧. 

У загальному випадку така задача розв’язувалась нами 

Необхідною і достатньою умовою сумісності системи рівнянь є за 

теоремою Кронекера-Капеллі рівність рангів матриць 

𝑟𝑎𝑛𝑘 (
𝐴1 𝐵1 𝐶1

𝐴2 𝐵2 𝐶2
) = 𝑟𝑎𝑛𝑘 (

𝐴1 𝐵1 𝐶1 𝐷1

𝐴2 𝐵2 𝐶2 𝐷2
) 

Резюмуючи викладене вище, приходимо до справедливості наступних 

теорем. 

Теорема 1 Для того щоб площини π1 i π2 перетинались, необхідно і достатньо 

виконання будь-якої з наступних умов: 

1º. Хоча б один з визначників 

|
𝐵1 𝐶1

𝐵2 𝐶2
|, |

𝐴1 𝐶1

𝐴2 𝐶2
|, |

𝐴1 𝐵1

𝐴2 𝐵2
| відмінний від нуля. 



2º. Нормальні вектори 𝑁1 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) і 𝑁2 = (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) даних площин 

неколінеарні. 

 Якщо ці площини перетинаються, то вони утворюють чотири 

двогранних кути. Позначимо величини цих кутів на малюнку: 

1N



2N



φ3

φ1

φ4 φ2

2N



1N


φ1

 

Оскільки 𝜑1 = 𝜑2, 𝜑3 = 𝜑4, як вертикальні кути, і 𝜑1 + 𝜑3 = 180°, як суміжні 

кути, то достатньо знайти один з цих кутів. Кут між двома площинами 

вимірюється, як відомо, лінійним кутом двогранного кута, одного з двох, 

утворених цими площинами. Його можна виміряти кутом між векторами, 

перпендикулярними до заданих площин, 𝑁1 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) і 𝑁2 = (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2). 

Кут між векторами 𝑁1  i  𝑁2 знайдемо за відомою формулою 

  cos 𝜃 =
𝑁⃗⃗ 1∙𝑁⃗⃗ 2

|𝑁1||𝑁2|
  

Тоді у нашому випадку, 

Означення Кут між двома площинами що задані загальними рівняннями 

знаходеться за формулою: 

  cos𝜑1 = cos 𝜃 = ±
𝐴1𝐴2+𝐵1𝐵2+𝐶1𝐶2

√𝐴1
2+𝐵1

2+𝐶1
2∙√𝐴2

2+𝐵2
2+𝐶2

2
. (19) 

Знаки «плюс» i «мінус» у останній формулі відповідають косинусам двох 

суміжних двогранних кутів, утворених площинами при перетині. 



Теорема 2 Необхідною і достатньою умовою паралельності площин π1 i π2 є 

виконання однієї з умов: 

1º. Хоча б один з визначників 

|
𝐵1 𝐶1

𝐵2 𝐶2
| = |

𝐴1 𝐶1

𝐴2 𝐶2
| = |

𝐴1 𝐵1

𝐴2 𝐵2
| = 0. 

але хоча б один з визначників  

|
𝐵1 𝐷1

𝐵2 𝐷2
|, |

𝐴1 𝐷1

𝐴2 𝐷2
|, |

𝐶1 𝐷1

𝐶2 𝐷2
| 

відмінний від нуля 

2º. Нормальні вектори 𝑁1 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) і 𝑁2 = (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) даних площин 

паралельні, отже, координати їx пропорційні, тобто 

  
А1

А2
=

В1

В2
=

С1

С2
≠

𝐷1

𝐷2
 (20) 

Зауваження: Площини 𝜋1 i 𝜋2 співпадають, якщо виконується умова: 

  
А1

А2
=

В1

В2
=

С1

С2
=

𝐷1

𝐷2
 (21) 

 

Теорема 3 Необхідною і достатньою умовою перпендикулярні площин π1 i π2 є 

виконання умови: 

Нормальні вектори 𝑁1 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) і 𝑁2 = (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) даних площин 

перпендикулярні, отже, їх скалярний добуток дорівнює нулю 

  А1А2  +  В1В2  +  𝐶1𝐶2  =  0 (22) 

 

 8.6. Нормальне рівння площини 

Нехай, р — довжина перпендикуляра, проведеного із початку координат до цієї 

площини. Введемо одиничний вектор 𝑛⃗  який співпадає з вектором ОР⃗⃗⃗⃗  ⃗ – це 

нормаль площини, а 𝛼, 𝛽, 𝛾 — кути, які вона утворює відповідно з додатними 

напрямками координатних осей.  



 Розглянемо довільну точку площини 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) та знайдемо проєкцію її 

радіус-вектора 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥, 𝑦, 𝑧) на нормаль 𝑛⃗ : 

Пр𝑛⃗ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑝 = 𝑥 cos 𝛼 + 𝑦 cos𝛽 + 𝑧 cos 𝛾 

Означення Нормальне рівняння площини має вигляд: 

  𝑥cos 𝛼 + 𝑦 cos𝛽 + 𝑧 cos 𝛾 − 𝑝 = 0 (23) 

У рівнянні (23) cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾 – 

координати одиничного вектора нормалі, 

кути 𝛼, 𝛽, 𝛾 — кути, які утворює цей вектор 

відповідно з координатними осями, р — 

довжина перпендикуляра, проведеного із 

початку координат до цієї площини (рис.). 

 

 Щоб звести загальне рівняння площини 

до виду нормального рівняннй, потрібно загальне рівняння поділити на 

довжину вектора нормалі 𝑁=(A, B, C), взявши її із знаком “+”, якщо 𝐷 < 0, і із 

знаком “–”, якщо 𝐷 > 0. Інакше кажучи, загальне рівняння площини слід 

помножити на нормуючий множник 𝜇 = ±
1

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
, причому знак 

вибирається протилежним до знака вільного члена (при 𝐷 = 0) знак 𝜇 

вибирається довільно) 

𝜇(𝐴х +  𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷) = 0 

 При цьому обираємо що 

𝜇А = cos𝛼, 𝜇𝐵 = cos𝛽, 𝜇𝐶 = cos 𝛾, 𝜇𝐷 = −𝑝 

Тоді 

cos 𝛼 = ±
𝐴

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
, cos 𝛽 = ±

𝐵

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
, cos 𝛾 = ±

𝐶

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
, 

𝑝 = ∓
𝐷

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
 

Таким чином, 

𝑥cos 𝛼 + 𝑦 cos𝛽 + 𝑧 cos 𝛾 − 𝑝 = 0 

P 

M 

𝑛⃗  



Відстань від точки до площини 

Означення Відхиленням точки М0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) від площини, що задана 

нормальним рівнянням (23) називається величина: 

  𝛿 = 𝑥0cos 𝛼 + 𝑦0 cos 𝛽 + 𝑧0 cos 𝛾 − 𝑝 (24) 

Відхилення ж може приймати, як додатні так і від'ємні значення: 

- якщо точка М0 і початок координат лежать по різні сторони площини, то 

відхилення 𝛿 > 0 

- якщо точка М0 і початок координат знаходяться по одну сторону від 

площини, то відхилення 𝛿 < 0 

 

 Нехай задана точка М0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) і площина π: 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0. 

Відстань d від точки М0 до площини π знаходиться за формулою: 

𝑑 = |𝛿| = |𝑥0 cos 𝛼 + 𝑦0 cos 𝛽 + 𝑧0cos 𝛾 − 𝑝|,  

або 

  𝑑 =
|𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶𝑧0+𝐷|

√𝐴2+𝐵2+𝐶2  (25) 

Доведення. Відстань d дорівнює модулю проекції вектора 𝑀1𝑀0, де 

М1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) – довільна точка 

площини 𝜋, на напрям 

нормального вектору 𝑛⃗ =

(𝐴, 𝐵, 𝐶) (рис.). Отже, 

𝑑 = |пр𝑛𝑀1𝑀0| = |
𝑀1𝑀0 ∙ 𝑛

|𝑛|
| = 

|(𝑥0 − 𝑥1)𝐴 + (𝑦0 − 𝑦1)𝐵 + (𝑧0 − 𝑧1)𝐶|

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2

=
|𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 − 𝐴𝑥1 − 𝐵𝑦1 − 𝐶𝑧1|

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
 

Так як точка М1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)  ∈ 𝜋, то 𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 + 𝐶𝑧1 + 𝐷 = 0, тобто 𝐷 =

−𝐴𝑥1 − 𝐵𝑦1 − 𝐶1𝑧, отже, 



𝑑 =
|𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷|

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
 

Приклад. Скласти рівняння площини 𝛼, яка паралельна даній площині 

2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 11 = 0, 

якщо відомо, що відстань між цими площинами дорівнює 5; крім цього, 

шукана площина і точка М1(1, 2, 4) знаходяться по різні боки від заданої 

площини. 

 

Розв’язання. Шукана площина буде мати 

рівняння 

2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 𝐷 = 0 

𝐷 ≠ −11 

Нехай М0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) – довільна точка заданої 

площини, тобто  

2𝑥0 + 2𝑦0 − 𝑧0 − 11 = 0  2𝑥0 + 2𝑦0 − 𝑧0 = 11 

Відстань від точки М0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)  до шуканої площини дорівнює 5, тобто за 

формулою (25) маємо 

5 =
|2𝑥0 + 2𝑦0 − 𝑧0 + 𝐷|

√22 + 22 + (−1)2
=

|2𝑥0 + 2𝑦0 − 𝑧0 + 𝐷|

3
 

Підставимо 2𝑥0 + 2𝑦0 − 𝑧0 = 11, дістанемо 

15 = |11 + 𝐷|  11 + 𝐷 = ±15  {
𝐷1 = 4

𝐷1 = −26
 

Отже, маємо дві площини 

(а) 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 + 4 = 0, або (б) 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 26 = 0 

Вияснимо, яка з площин задовольняє умові задачі.  

Для цього знайдемо знак відхилення, у точці М1(1, 2, 4): 

𝛿(М1) = 2 ∙ 1 + 2 ∙ 2 −  4 − 11 < 0 

Нехай М2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) – довільна точка площини (а) або (б), тобто 

2𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑧2 + 4 = 0  (в) 2𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑧2 = −4 

M1(1; 2; 4)

α

 5

 M0



або 

2𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑧2 − 26 = 0  (г) 2𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑧2 = 26 

Для точки М2 за умовою задачі маємо: 𝛿(М2) > 0. Перевіримо, яка з площин 

(а) чи (б) задовольняє цій умові.  

Для точки М2 площини (а) 

𝛿(М2) = 2𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑧2 − 11 

Підставляючи в цей вираз рівність (в), отримуємо  

𝛿(М2) = −4 − 11 = −15 < 0 

Тому площина (а) не задовольняє умові задачі. Інакше, для точки М2 площини 

(б)  

𝛿(М2) = 25 − 11 = 15 > 0 

Отже, шуканою площиною є площина (б): 

2𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 − 26 = 0 


