
Лекція 9 Пряма у просторі. Piзні види рівнянь прямої 

9.1 Загальне рівняння прямої 

 Пряму в просторi можна задати відносно декартової прямокутної 

системи координат рівняннями двох площин, які перетинаються по цій 

прямій. Інакше кажучи, можна задати системою двох лінійних рівнянь 

 

  {
𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0,
𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0.

  (1) 

Зауваження: Щоб дві площини визначали пряму, треба щоб вони не були 

паралельні, тобто виконання будь-якої з наступних умов (див. попередню 

лекцію):  

1º. Хоча б один з визначників 

|
𝐵1 𝐶1

𝐵2 𝐶2
|, |

𝐴1 𝐶1

𝐴2 𝐶2
|, |

𝐴1 𝐵1

𝐴2 𝐵2
| відмінний від нуля. 

2º. Нормальні вектори 𝑁1 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) і 𝑁2 = (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) даних площин були 

не колінеарними а це означає, щоб їхні координати не були пропорційні. 

Означення Рівняння (1) є загальним рівнянням прямої у просторі. 

 

9.2 Канонічні та параметричі рівняння прямої у просторі 

Нехай у просторі в декартовій прямокутній системі координат задано пряму 𝐿 

точкою М0 (х0;  у0;  𝑧0) i вектором 𝑎⃗  =  ( 𝑚, 𝑛, 𝑝), паралельним цій прямій.  

Означення Вектор 𝑎⃗  називають напрямним вектором прямої.  



Пряма має безліч напрямних  векторів. Уci вони паралельні між собою, отже, 

їxнi координати пропорційні. 

Доведемо, що точка М0 i вектор 𝑎⃗ цілком визначають пряму відносно 

декартової прямокутної системи координат у пpocтopi, оскільки через точку 

паралельно вектору можна 

провести тільки одну пряму. 

Позначимо поточну точку 

прямої L через М (х, у, 𝑧 ). Де 

б не мiстилася ця точка на 

прямій L, вектор  

М0М = (х − х0, у − у0, 𝑧 − 𝑧0)  

завжди буде колінеарний 

вектору  𝑎, а якщо два 

вектори колінеарні, тo їxнi координати пропорційні: 

  
𝑥−𝑥0

𝑚
=

𝑦−𝑦0

𝑛
=

𝑧−𝑧0

𝑝
 (2) 

Означення Відношення (2) є рівнянням прямої, що проходить через задану 

точку М0 паралельно вектору 𝑎, або називаються канонічними рівняннями 

прямої у просторі. 

Якщо кожне з відношень в рівняннях (2) прирівняємо до параметра t, 

тобто  
𝑥−𝑥0

𝑚
= t,     

𝑦−𝑦0

𝑛
=t,      

𝑧−𝑧0

𝑝
=t, 

і виразимо х, у, z  — координати поточної точки прямої через t, то дістанемо 

систему рівнянь 

  {

𝑥 =  𝑚𝑡 + 𝑥0

𝑦 =  𝑛𝑡 + у0

𝑧 =  𝑝𝑡 +  𝑧0

 (3) 

Означення Рівняння (3) називаються параметричними рівняннями прямої; t є 

змінним параметром прямої.  
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Якщо точка М рухається по прямій L, то t змінюється за абсолютною 

величиною i за знаком. Знак t  залежить від того, однаково чи протилежно 

напрямлені вектори М0М  і  𝑎. Абсолютна величина t дорівнює відношенню 

модулей векторів М0М  і  𝑎 : 𝑡 =
|М0М  |

|𝑎|
 

 

Зведення загальних рівнянь прямої до канонічних 

Маючи рівняння прямої у формі (1), знайдемо канонічні рівняння цієї прямої. 

Для цього визначимо одну точку прямої М0 i вектор 𝑎, паралельний прямій. 

Для визначення точки М0 розв'яжемо систему (1). Оскільки 𝑁1   і   𝑁2 не 

паралельні, тобто їхні координати не пропорційні, то можна, не порушуючи 

загальності викладу, припустити, що 
𝐴1

𝐴2
≠

𝐵1

𝐵2
. 

Перенесемо члени з z i вільні члени системи (1) в праву частину. 

Матимемо 

{
𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 = −𝐶1𝑧 − 𝐷1,
𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 = −𝐶2𝑧 − 𝐷2.

 

Розв‘яжемо цю систему відносно x i y. Координати x i y виражатимуться через 

змінну 𝑧, тобто x i y є функціями від змінної z, як 

x=φ(z), y=φ(z). 

Надавши z якогось значення, наприклад z0, визначимо x0=φ(z0) і  y0=φ(z0), 

тобто знайдемо точку М0 (х0; у; z0). 

Для того щоб знайти вектор 𝑎, паралельний прямій, врахуємо, що пряма 

лежить як в одній, так і в другій площині, які її визначають. Отже, пряма 

перпендикулярна до їхніх нормальних векторів 𝑁1   і   𝑁2, або паралельна 

вектору їхнього векторного добутку, який також перпендикулярний до 

векторів 𝑁1   і   𝑁2. Таким чином, за вектор 𝑎  можна взяти вектор  𝑁1 × 𝑁2: 

𝑎 = 𝑁1 × 𝑁2 = (|
В1 С1

В2 С2
| , |

С1 А1

С2 А2
| , |

А1 В1

А2 В2
|). 

Тоді рівняння прямої матиме вид: 



  
𝑥−𝑥0

|
В1 С1
В2 С2

|
=

𝑦−𝑦0

|
С1 А1
С2 А2

|
=

𝑧−𝑧0

|
А1 В1
А2 В2

|
 (4) 

 

 
 

 Рівняння прямої в просторі, що проходить через дві точки 

Нехай задано дві точки М1(х1, у1, 𝑧1) і М2(х2, у2, 𝑧2). Запишемо рівняння 



прямої, що проходить через ці точки. 

 

За напрямний вектор прямої розглянемо вектор М1М2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 −

𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1), що міститься на самій прямій. Отже для будь-якої з точок 

М1(х1, у1, 𝑧1) або М2(х2, у2, 𝑧2) складемо канонічні рівняння: 

  
𝑥−𝑥1

𝑥2−𝑥1
=

𝑦−𝑦1

𝑦2−𝑦1
=

𝑧−𝑧1

𝑧2−𝑧1
 

або   (5) 

  
𝑥−𝑥2

𝑥2−𝑥1
=

𝑦−𝑦2

𝑦2−𝑦1
=

𝑧−𝑧2

𝑧2−𝑧1
  

 

9.4 Кут між двома прямими 

Означення Кут 𝜃 між двома прямими L1 i L2 у просторі вимірюється кутом 

між їхніми напрямними векторами. 

Нехай прямі L1 i L2 задано в декартовій прямокутній системі координат 

відповідно канонічними рівняннями: 
𝑥 − 𝑥1

𝑚1
=

𝑦 − 𝑦1

𝑛1
=

𝑧 − 𝑧1

𝑝1
           і         

𝑥 − 𝑥2

𝑚2
=

𝑦 − 𝑦2

𝑛2
=

𝑧 − 𝑧2

𝑝2
    

Тоді кут між напрямними векторами 𝜃 = (𝑎1, 𝑎2)̂ , де 

𝑎1 = (𝑚1,    𝑛1,    𝑝1),      𝑎2 = (𝑚2,    𝑛2,    𝑝2), 

визначається за формулою 

cos(𝑎1, 𝑎2)̂ =
𝑎1 𝑎2 

|𝑎1||𝑎2|
 . 

М1 

М2 



Отже, 

  cos 𝜃 = ±
𝑚1𝑚2+𝑛1𝑛2+𝑝1𝑝2

√𝑚1
2+𝑛1

2+𝑝1
2√𝑚2

2+𝑛2
2+𝑝2

2
 (6) 

Зауваження: Прямі у просторі, що утворюють кут можуть бути як 

перетинаючими (належати одній і той же площині), так й мимобіжними 

(належати різним площинам). 

 
 

Умова  паралельності  двох  прямих  у просторі. 

Якщо прямі L1 i L2 паралельні, то їxнi напрямні вектори 𝑎1 i 𝑎2 також 

колініарні 𝑎1//𝑎2, звідки координати цих векторів пропорційні: 

  
𝑚1

𝑚2
=

𝑛1

𝑛2
=

𝑝1

𝑝2
    (7) 

 

 

Умова перпендикулярності двох прямих у просторі. 



 

Якщо прямі L1 i L2  перпендикулярні, то й їxнi напрямні вектори 𝑎1 i 𝑎2 – 

перпендикулярні 𝑎1 ⊥ 𝑎2, отже, 

𝑎1 𝑎2=0 

aбо 

   𝑚1𝑚2  +  𝑛1𝑛2  +  𝑝1𝑝2  =  0  (8) 

 

Приклад: 

Знайти канонічні та параметричні рівняння прямої, яка проходить через точку 

M(2, -7, 1) паралельно до вектора 𝑎 = (7, 6, −3). 

Розв‘язання: 

 За формулами (2) та (3), маємо: 

𝑥−2

7
=

𝑦+7

6
=

𝑧−1

−3
  {

𝑥 = 7𝑡 + 2
𝑦 = 6𝑡 − 7

𝑧 = −3𝑡 + 1.
 

 

  



 10 Взаємне розташування прямої та площини у просторі 

 10.1 Кут між прямою i площиною 

Кут між прямою l i площиною 𝜋 за означенням є кут між прямою l i її 

проекцією на площину 𝜋. 

 Нехай площина 𝜋 i пряма  l  задані рівняннями  

Ах +  𝐵𝑦 +  𝐶𝑧 +  𝐷 =  0  i  
𝑥−𝑥0

𝑚
=

𝑦−𝑦0

𝑛
=

𝑧−𝑧0

𝑝
. 

Позначимо гострий кут між прямою l (рис.) і її проекцією l1 на площину 𝜋 

через φ, а кут між нормальним вектором 𝑁 = (А;  В; С) площини 𝜋 i 

напрямним вектором 𝑎 =  (𝑚;  𝑛;  р) прямої l — 

через 𝜃.  

Якщо 𝜃 <  90°, то 𝜑 =  90° —  𝜃, тому 𝑠𝑖𝑛 𝜑 =

 𝑐𝑜𝑠 𝜃; якщо ж 𝜃 >  90° , то 𝜑 =  𝜃 —  90° i 

𝑠𝑖𝑛 𝜑 = — 𝑐𝑜𝑠 𝜃.  

Отже, в будь-якому випадку 𝑠𝑖𝑛 𝜑 =  | 𝑐𝑜𝑠 𝜃 |. 

Так як 

cos 𝜃 =
𝑁 ∙ 𝑎

|𝑁||𝑎|
 

то кут між прямою і площиною знаходиться за формулою 

  sin 𝜑 =
|𝑁∙𝑎|

|𝑁||𝑎|
=

|𝐴𝑚+𝐵𝑛+𝐶𝑝|

√𝐴2+𝐵2+𝐶2√𝑚2+𝑛2+𝑝2
  (1) 

 

 Умови паралельності i перпендикулярності прямої i площини 

 

𝑁 

𝑎 

𝑎 

𝑎 



Якщо пряма L паралельна площині 𝜋, то вектори 𝑁 і 𝑎 перпендикулярні 𝑁 ⊥

𝑎, тому 𝑁 ∙ 𝑎=0, тобто  

  𝐴𝑚 + 𝐵𝑛 + 𝐶𝑝 = 0 (2) 

 є умова паралельності прямої і площини. 

Якщо пряма L перпендикулярна до площини 𝜋, то вектори 𝑁 і 𝑎 колініарні 𝑁 ∥

𝑎, тому виконується співвідношення 

  
𝐴

𝑚
=

𝐵

𝑛
=

𝐶

𝑝
   (3) 

є умовою перпендикулярності прямої і площини. 

 

Приклад: Знайти кут між прямою  
𝑥−1

7
=

𝑦+3

−1
=

𝑧−2

12
 та площиною 2𝑥 − 𝑦 +

5𝑧 − 3 = 0. 

Розв‘язання: 

 𝑁 = (2, −1, 5);  𝑎 = (7, −1, 12).  За формулою (1) маємо: 

sin 𝜑 =
|2 ∙ 7 + (−1) ∙ (−1) + 5 ∙ 12|

√72+(−1)2 + 122 ∙ √22 + (−1)252
=

|14 + 1 + 60|

√194 ∙ √30
= 

=
75

√5820
=

75

2√1455
,  𝜑 = 𝑎𝑟𝑐 sin

75

2√1455
. 

 

 10.2 Знаходження загальних точок прямої i площини 

Нехай площина 𝜋 i пряма L  задані рівняннями  

Ах +  𝐵𝑦 +  𝐶𝑧 +  𝐷 =  0 

i  

х =  𝑚𝑡 + 𝑥0, у =  𝑛𝑡 + 𝑦0, 𝑧 =  𝑝𝑡 +  𝑧0, 

 
Тоді 

L 

L 

L 

𝜋 
𝜋 

𝑀0 

𝑀0 

𝑀0 



1) Площина 𝜋 i пряма L мають одну загальну точку М тоді і тільки тоді, 

коли 

  𝐴𝑚 +  𝐵𝑛 +  𝐶𝑝 ≠  0 (4) 

2) Площина 𝜋 i пряма L паралельні, але пряма не належить площині тоді і 

тільки тоді, коли 

𝐴𝑚 + 𝐵𝑛 + 𝐶𝑝 = 0 

і   (5) 

А𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷 ≠ 0 

3) Пряма L лежить у площинi 𝜋, тобто пряма належить площині тоді і 

тільки тоді, коли 

𝐴𝑚 + 𝐵𝑛 + 𝐶𝑝 = 0 

і   (6) 

А𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷 = 0 

 

 
 Отже, обидві умови (6) виконані, тому пряма лежить в площині 

 

 Точка перетину прямої i площини 

Нехай площина 𝜋 i пряма l задані рівняннями відповідно:  

Ах + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 і  
𝑥−𝑥0

𝑚
=

𝑦−𝑦0

𝑛
=

𝑧−𝑧0

𝑝
 

Для того, щоб знайти точку перетину, необхідно розв’язати систему рівнянь 



{

Ах + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0
𝑥 − 𝑥0

𝑚
=

𝑦 − 𝑦0

𝑛
=

𝑧 − 𝑧0

𝑝
 

Таку систему рівнянь зручніше розв’язати коли пряма задається у 

параметричному вигляді 

{

𝑥 =  𝑚𝑡 + 𝑥0

𝑦 =  𝑛𝑡 + у0

𝑧 =  𝑝𝑡 +  𝑧0

 

Підставимо в рівняння площини 𝑥, 𝑦, 𝑧, які задаються через параметр 𝑡, 

одержимо 

А(𝑚𝑡 + 𝑥0) + 𝐵(𝑛𝑡 + у0) + 𝐶(𝑝𝑡 +  𝑧0) + 𝐷 = 0 

Із останнього рівняння визначимо параметр 𝑡, для цього відкриємо дужки і 

знайдемо коефіцієнт при 𝑡. Звідки 

  𝑡 =
Ах0+𝐵𝑦0+𝐶𝑧0+𝐷

А𝑚+𝐵𝑛+𝐶𝑝
 (7) 

В формулі знаменник не дорівнює нулю, тому що пряма і площина не 

паралельні (4), а отже скалярний добуток векторів 𝑎⃗ і  𝑁⃗⃗⃗ не дорівнює нулю. 

Якщо підставити формулу (7) для параметру у параметричні рівняння прямої, 

одержимо координати точки перетину прямої і площини. 

 

 



 

 

 

 Проекція прямої на площину 

Нехай площина 𝜋 i пряма l задані рівняннями відповідно:  

Ах + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 і  
𝑥−𝑥0

𝑚
=

𝑦−𝑦0

𝑛
=

𝑧−𝑧0

𝑝
 

Означення Площина що перпендикулярна площині на яку проєктується 

пряма називається проектуючою площиною. 

Таким чином, лінія перетину проектуючої 

площини с площиною проекцій, до якої вона 

перпендикулярна є шуканою прямою, тобто ця 

пряма може бути заданою перетиним 

проектуючої площини з площиною проекції.  

Рівняння проектуючої площини 𝜔 запишимо з 

умови компланарності векторів: (𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑎⃗, 𝑁⃗⃗⃗) =

0, де коордінати точки 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) є поточними 

коордінатами площини 𝜔. Коордінати векторів 

𝑎⃗ та 𝑁⃗⃗⃗ відомі з рівнянь прямої l i площини 𝜋, тобто 𝑁⃗⃗⃗ = (𝐴, 𝐵, 𝐶), 𝑎⃗ =

(𝑚, 𝑛, 𝑝), 𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦𝑜, 𝑧 − 𝑧0). Отже рівняння площини 𝜔: 

|
𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0

𝑚 𝑛 𝑝
𝐴 𝐵 𝐶

| = 0 

Звідки, шукана пряма 𝐿 виражається загальним рівнянням прямої - системою 

двох рівнянь: 

𝑀0  

𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑎⃗ 

𝑁⃗⃗⃗ 



  {

Ах + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0

|
𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0

𝑚 𝑛 𝑝
𝐴 𝐵 𝐶

| = 0
 (8) 

 

 Умова належності двох прямих у площині 

1 Дві паралельні прямі в просторі завжди лежать в одній площині.  

2 Дві прямі в просторі, що перетинаються завжди лежать в одній площині.  

Розглянемо кожен з випадків більш детально. 

Нехай дві прямі 𝑙1 і 𝑙2 задано канонічними рівняннями: 

𝑥−𝑥1

𝑚1
=

𝑦−𝑦1

𝑛1
=

𝑧−𝑧1

𝑝1
 і 

𝑥−𝑥2

𝑚2
=

𝑦−𝑦2

𝑛2
=

𝑧−𝑧2

𝑝2
 

Зазначемо, що пряма l
1
 визначається точкою М1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) і напрямним 

вектором 𝑎⃗1 = (𝑚1, 𝑛1, 𝑝1), а пряма l
2 

- точкою  М2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) і напрямним 

вектором 𝑎⃗2 = (𝑚2, 𝑛2, 𝑝2).  

Оскільки прямі l
1
 і l

2
 мають належати одній площині, то точки М1 і М2 також 

мають належати цій площині, а значить, і вектор М1М2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 

𝑧2 − 𝑧1) має належати цій площині також.  

З умови належності площині двох прямих їх напрямні вектори 𝑎⃗1 та 𝑎⃗2 

паралельні площині, отже, вектори 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, М1М2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ є компланарними, а тому їх 

мішаний добуток дорівнює нулю: (М1М2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, 𝑎⃗1, 𝑎⃗2) = 0. Звідки 

  |

𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1

𝑚1 𝑛1 𝑝1

𝑚2 𝑛2 𝑝2

| = 0 (9) 

Отже, якщо рівність (9) виконується, прямі лежать в одній площині, тобто 

вони не є мимобіжними.  

Визначимо тепер прямі паралельні чи перетинаються: Якщо напрямні 

вектори прямих 𝑎⃗1 та 𝑎⃗2 не колінеарні, тобто їх коордінати непропорційні, то 

це співвідношення є необхідною і достатньою умовою перетину двох прямих 

у просторі. 



 

 

 

 Вiдстань вiд точки до прямої у просторi 

Відстань від точки до прямої — дорівнює довжині перпендикуляра, 

опущеного з точки на пряму. 

Нехай задана точка М1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)  i задана пряма l  каноничними рівняннями: 

𝑥−𝑥0

𝑚
=

𝑦−𝑦0

𝑛
=

𝑧−𝑧0

𝑝
 

Розглянемо паралелограм, побудований на 

векторах 𝑀0𝑀1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥1 − 𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0, 𝑧1 − 𝑧0) 

та 𝑎⃗ = (𝑚, 𝑛, 𝑝). Тоді для знаходження 

відстані між паралельними прямими d треба 

знайти довжину висоти, проведеної з 

вершини 𝑀1. Враховуючи, що модуль векторного добутку |𝑀0𝑀1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑎⃗| = 𝑆пар 



визначає площу паралелограма, побудованого на зведених до спільного 

початку векторах. А з іншого боку площа паралелограма визначається 𝑆пар =

|𝑎⃗|𝑑, тоді отримуємо рівність: 

  𝑑|𝑎⃗| = |𝑀0𝑀1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ × 𝑎⃗|  

Звідки 

  𝑑 =
|𝑀0𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗×𝑎⃗⃗|

|𝑎⃗⃗|
 (10) 

 

 Вiдстань мiж паралельними прямими у просторi 

Для знаходження відстані між паралельними прямими l
1
 та l

2
 застосуємо 

формулу (10) за умови, що прямi l
1
 та l

2
 заданi каноничними рівняннями:  

𝑥 − 𝑥1

𝑚1
=

𝑦 − 𝑦1

𝑛1
=

𝑧 − 𝑧1

𝑝1
 

і 
𝑥 − 𝑥2

𝑚2
=

𝑦 − 𝑦2

𝑛2
=

𝑧 − 𝑧2

𝑝2
 

Таким чином, заданi точки М1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) та 

М2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)  i вектори 𝑎⃗1 = (𝑚1, 𝑛1, 𝑝1) та 

𝑎⃗2 = (𝑚2, 𝑛2, 𝑝2). Тоді для умов попереднього прикладу розглянемо 

паралелограм, побудований на векторах 𝑀1𝑀2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1) та 

𝑎⃗2 = (𝑚2, 𝑛2, 𝑝2), маємо 

  𝑑 =
|𝑀1𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗×𝑎⃗⃗2|

|𝑎⃗⃗2|
 (11а) 

або паралелограм, побудований на векторах 𝑀2𝑀1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥1 − 𝑥2, 𝑦1 − 𝑦2, 𝑧1 − 𝑧2) 

та 𝑎⃗1 = (𝑚1, 𝑛1, 𝑝1), дістанемо 

  𝑑 =
|𝑀2𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗×𝑎⃗⃗1|

|𝑎⃗⃗1|
 (11б) 

 



 Вiдстань мiж мимопобіжними прямими 

Відстанню між мимобіжними прямими називається довжина їх спільного 

перпендикуляра. Вона дорівнює відстані між паралельними площинами, які 

проходять через ці прямі. 

Нехай заданi прямi 𝐿1 та 𝐿2 канонічними рівняннями: 

𝑥−𝑥1

𝑚1
=

𝑦−𝑦1

𝑛1
=

𝑧−𝑧1

𝑝1
  і  

𝑥−𝑥2

𝑚2
=

𝑦−𝑦2

𝑛2
=

𝑧−𝑧2

𝑝2
 

Найкоротшою відстанню між двома прямими L
1
 та L

2
 є довжина їх спільного 

перпендикуляра d. Її можна знайти, склавши рівняння спільного 

перпендикуляра. 

Нехай 𝑎⃗1 = (𝑚1, 𝑛1, 𝑝1), - напрямний 

вектор прямої L
1
, що проходить через 

точку М1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑎⃗2 = (𝑚2, 𝑛2, 𝑝2) - 

напрямний вектор прямої L
2
, що 

проходить через точку М2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) . 

Помістимо початки векторів 𝑎⃗1 та 𝑎⃗2,  в 

точку М1 і на векторах 𝑎⃗1, 𝑎⃗2, 𝑀1𝑀2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

побудуємо паралелепіпед.  

Очевидно, що найкоротша відстань між 

заданими прямими дорівнює відстані 

між площинами граней паралелепіпеда, яким належать прямі, і може бути 

обчислена як висота цього паралелепіпеда: 

𝑉 =  𝑆осн𝑑  𝑑 =  
𝑉

𝑆осн
 

Так як 𝑆осн = |𝑀1𝑀2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗|. Отже 

  𝑑 =
|𝑀1𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |

|𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ×𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
 (12) 

 

 Рівняння спільного перпендикуляра до двох заданих прямих 

Поставимо задачу відшукання рівняння спільного перпендикуляра до двох 



прямих, тобто рівняння прямої, яка перетинає задані прямі та 

перпендикулярна до них. Пряма UV, що перетинає дві непаралельні прямі 𝐿1 

та 𝐿2 і є перпендикулярною до них - спільний перпендикуляр.  

Нехай дві мимобіжні прямі 𝐿1 та 𝐿2 задані своїми канонічними рівняннями: 

𝑥−𝑥1

𝑚1
=

𝑦−𝑦1

𝑛1
=

𝑧−𝑧1

𝑝1
 і 

𝑥−𝑥2

𝑚2
=

𝑦−𝑦2

𝑛2
=

𝑧−𝑧2

𝑝2
 

Для побудови спільного перпендикуляра до прямих 𝐿1 та 𝐿2 через пряму 𝐿1 

проведемо площину П, яка паралельна до прямої 𝐿2. 

Для цього використаємо точку 𝑀1, поточну 

точку площини 𝑀(x,y,z) та вектори 𝑎⃗1 і 𝑎⃗2, які 

паралельні до П. Аналітично рівняння 

площини П запишеться у вигляді: 𝑀1𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗ =

0, тобто 

|

𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1

𝑚1 𝑛1 𝑝1

𝑚2 𝑛2 𝑝2

| = 0 

Нехай після необхідних обчислень одержана 

рівність запишеться у вигляді: 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 

де 𝑁⃗⃗⃗ = {𝐴, 𝐵, 𝐶} = 𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗ × 𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗ = 

{|
n1 p1

n2 p2
| , |

p1 m1

p2 m2
| , |

m1 n1

m2 n2
|} 

Далі через пряму 𝐿1 проведемо площину P1, яка перпендікулярна до площини 

П. Аналітично рівняння площини P1 запишеться у вигляді: 𝑀1𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗𝑁⃗⃗⃗ = 0,  

|
𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1

𝑚1 𝑛1 𝑝1

𝐴 𝐵 𝐶
| = 0 

Подібно, через пряму 𝐿2 проведемо площину P2, яка перпендікулярна до 

площини П. Аналітично рівняння площини P2 запишеться у вигляді: 

𝑀2𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑎2⃗⃗⃗⃗⃗𝑁⃗⃗⃗ = 0, 

П 



|
𝑥 − 𝑥2 𝑦 − 𝑦2 𝑧 − 𝑧2

𝑚2 𝑛2 𝑝2

𝐴 𝐵 𝐶
| = 0 

Звідки система двох рівнянь, що задають площини P1 і P2 є рівнянням 

спільного перпендикуляра до двох заданих прямих, тобто 

|
𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1

𝑚1 𝑛1 𝑝1

𝐴 𝐵 𝐶
| = 0 

і   (13) 

|
𝑥 − 𝑥2 𝑦 − 𝑦2 𝑧 − 𝑧2

𝑚2 𝑛2 𝑝2

𝐴 𝐵 𝐶
| = 0 

 


