
Лекція 12 Аналiтична геометрiя на площинi 

Прямокутна декартова система координат на площинi задається 

точкою O — початок координат, та двома взаємно перпендикулярними 

одиничними векторами 𝑖  ⃗= (1, 0) та 𝑗 ⃗⃗ = (0, 1), якi визначають осi координат — 

вiсь абсцис Ox, та вiсь ординат Oy. 

 

Зазвичай вiсь абсцис розташована горизонтально i направлена злiва 

направо, а вiсь ординат вертикально i направлена зверху вниз. Осi координат 

подiляють площину на чотири областi, що називаються чвертями або 

квадрантами. 

Рівняння 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 визначає на площині, де задана декартова система 

координат, будь-яку лінію яка являє собою геометрічну сукупність точок, 

координати яких задовольняють данному рівнянню. 

Рівняння 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 наз. алгебраїчним рівнянням, а змінні що входять до 

нього наз. поточними координатами. 

Якщо функція 𝐹(𝑥, 𝑦) це поліном будь-якого порядку, то лінія яку ця 

функція задає наз. алгебраїчною. Неалгебраїчні лінії наз. трансцендентими.  

Декартова система координат не єдиний cпociб визначати за  допомогою 

чисел місце знаходження точки на площині. Для цiєi мети використовують 

багато інших координатних систем. 

 



12.1 Полярна система координат 

Найважливішою після прямокутної декатрової системи координат є 

полярна система координат. Вона задається точкою О, яка називається 

полюсом, i променем Ор, який виходить з полюса i називається полярною 

віссю. Задаються також одиниці масштабу: лінійна — для вимірювання 

довжин відрізків i кутова —для вимірювання кутів. 

 

Розглянемо полярну систему координат i візьмемо на площині довільну 

точку М (рис.). Нехай 𝜌 =  │ОМ │ — відстань від точки О до точки М i φ = 

(𝑂𝑝, 𝑂𝑀̂) — кут, на який треба повернути полярну вicь проти руху 

годинникової стрілки, щоб сумістити її з вектором ОМ. 

Означення Полярними координатами точки М називаються числа 𝜌 i 𝜑. При 

цьому число 𝜌 вважається першою координатою i називається полярним 

paдiycoм, а число φ — другою координатою i називається полярним кутом.  

 Точка М з полярними координатами 𝜌 i 𝜑 позначається так: М (𝜌; 𝜑).  

 Очевидно, полярний paдiyc може набувати довільних невід'ємних 

значень: 

0 ≤ 𝜌 < ∞, 

а полярний кут вважатимемо таким, що змінюється в межах 

𝜌 
𝜌 

М(𝜌;𝜑) 



0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋. 

Зауваження: Інодi розглядають кути φ, більші від 2π, а також від'ємні кути, 

тобто такі, що відкладаються від подярної віci за годинниковою стрілкою. 

 

Встановимо зв’язок мiж декартовими та полярними системами 

координат. Виразимо декартові координати точки М через полярні. 

Вважатимемо, що початок прямокутної системи збігається з  полюсом, а вісь 

Ох — з полярною вісю Ор. Якщо точка М має декартові координати х  і у i 

полярні 𝜌 і φ, то з малюнка видно, що декартовi координати (𝑥, 𝑦) точки 𝑀 

виражаються через полярнi координати 

  {
𝑥 = 𝜌 cos𝜑
𝑦 = 𝜌 sin𝜑   (1) 

звідки  

  
𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2

𝜑 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑦

𝑥

 (2) 

Зауважимо, що друга з формул (2) дає два значення кута φ, оскільки він 

змінюється від 0 до 2π. 3 цих двох значень кута треба взяти те, для якого 

задовольняються формули (1).  

Означення Формули (1) називають формулами переходу від полярних 

координат до декартових, а формули (2) — формулами переходу вiд 

декартових координат до полярних.  

Аналітичне рівняння у вигляді 𝜌=𝑓(𝜑) визначає на площині де задана 

полярна система координат будь-яку лінію, полярні координати якої 

задовільняють цьому рівнянню 

Для побудови точки М(𝜌, 𝜑 ) з полярного полюса проводимо промінь під 

кутом   𝜑 до полярної осі і відкладаємо на ньому відрізок довжиною 𝜌. 



Приклад 

Відмітити на площині точки М1(3,
𝜋

4
 ), М2(2,

𝜋

2
 ), М3(

1

2
,
2𝜋

3
 ), що задані 

полярними координатами 

 

 

Приклади ліній у полярній системі координат 

 Коло:  

 

𝜌 = 𝑅 𝜌 = 2𝑅 cos𝜑 𝜌 = 2𝑅 sin𝜑 

 



 

(рiвняння: 𝜌 = 𝑎(1 − cos𝜑), 𝜌 = 𝑎(1 + sin𝜑), 𝜌 = 𝑎(1 − sin𝜑) також - 

кардіоїда) 

 

 

 

 

k-пелюстковi троянди: 𝜌 = 𝑎 cos 𝑘𝜑 , 𝜌 = 𝑎 sin 𝑘𝜑 , 𝑎 > 0 

Троянди містяться у колі радіуса 𝑎, якщо 𝑘 – ціле, мають 𝑘 пелюсток. 



 

12.2. Параметричні рівняння лінії 

Нехай залежність між змінними х i у виражена через третю змінну t, 

тобто 

  
𝑥 =  𝑥(𝑡)
𝑦 =  𝑦(𝑡)

  (3) 

Змінна t називається параметром 𝛼  𝑡  𝛽 i визначає положення точки 

(х;у) на площині. 

Означення Якщо t змінюється, то точка на площині переміщується, 

описуючи деяку лінію l. Такий cпociб задання лінії називається 

параметричним, а рівняння (3) –лінії l.  

 Щоб від рівняння (3) перейти до рівняння F(x;y)=0, потрібно будь-яким 

способом з двох piвнянь, (3) виключити параметр t (наприклад, з першого 

рівняння виразити через х i результат підставити в друге рівняння). Але такий 

пеpexiд не завжди доцільний i не завжди можливий, тому доводиться 

користуватись параметричними рівняннями (3). 



 

Якщо виразити з першого рівняння 𝑡 =  𝑥 –  1, то маємо 

𝑦 =  (𝑥 –  1)2 

Це рівняння параболи з вершиною у точці (1,0), гілки якої направлені у верх. 

 

 Приклади ліній що задані параметричними рівняннями  

 



 

 


