
Лекція 14 Границі послідовностей 

 14.1 Означення і приклади послідовностей 

Означення Числовою послідовністю називається нескінченна множина чисел 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, …, при цьому всі ці числа занумерувані за допомогою 

нескінченної кількості номерів 1, 2, 3, ... і розташовані у порядку зростання їх 

номерів. Числова послідовність позначається: 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, … або {𝑥𝑛} 

Величини 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, …  називають членами послідовності, а 𝑥𝑛 — 

загальним членом. 

 Якщо членами послідовності є функціями, то послідовність називається 

функціональною.  

 Графічно числову послідовність можна зобразити або на двох 

паралельних координатних осях, або точками координатної площини, або на 

одній координатній осі з позначенням номерів її членів (рис.) 

 

 

 



В багатьох випадках можна скласти формулу для загального члена 𝑥𝑛 

послідовності. Тоді можемо надати інше означення числової послідовності: 

 Якщо кожному натуральному числу за певним законом поставлене у 

відповідність число або змінна величина, то говорять, що множина останніх 

утворює послідовність і пишуть 

𝑥𝑛 = 𝑓(𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁  {𝑥𝑛} 

Приклади. 

1. Зобразимо графічно послідовність 

{𝑥𝑛} = {
1

𝑛
} 

де 𝑥1 = 1, 𝑥2 =
1

2
, 𝑥3 =

1

3
, ... , 𝑥𝑛 =

1

𝑛
, … 

 

Якщо значення 𝑥𝑛 відкладати на числовій осі, то одержимо графічне 

зображення числової послідовності: 

2. {𝑥𝑛} = {
(−1)𝑛

𝑛
} 

де 𝑥1 = −1, 𝑥2 =
1

2
, 𝑥3 = −

1

3
, ... , 𝑥𝑛 = (−1)

𝑛 1

𝑛
, … 

 

 



 Нагадування: зі школи знайомі з числовими послідовністями  

Арифметична прогресія. Арифметичною прогресією називається 

послідовність {𝑥𝑛}, в якій для всіх 𝑛 ∈  ℕ виконується рівність  

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +  𝑑 

Число 𝑑 називається різницею прогресії.  

Якщо число х1 =  𝑎, то загальний член послідовності має вигляд  

𝑥𝑛  =  𝑎 + (𝑛 −  1) 𝑑 

Наприклад, при 𝑎 = 2, 𝑑 = 3 маємо: 

 {𝑥𝑛}  =  {2 +  3(𝑛 −  1) } = {3𝑛 − 1} 

Геометрична прогресія. Геометричною прогресією називається 

послідовність {𝑥𝑛}, для якої при всіх 𝑛 ∈  ℕ виконується рівність 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛𝑞 

Число 𝑞 називається знаменником прогресії.  

Якщо х1 =  𝑎, то загальний член геометричної прогресії має вигляд  

𝑥𝑛 =  𝑎𝑞
𝑛−1 

Наприклад, при 𝑎 = 2, 𝑑 = 1/2 маємо: 

{𝑥𝑛} = {2 (
1

2
)
𝑛−1
} = {

1

2𝑛−2
}  

 

 Oзначення для числових послідовностей 

Oзначення 1.1 Послідовність {𝑥𝑛} називається обмеженою, якщо існує таке 

дійсне число М > 0, що |𝑥𝑛| < 𝑀, або −М < 𝑥𝑛 < М для усіх 𝑛 ∈ ℕ. (тобто 𝑛 

належить множині натуральних чисел). 

 

Oзначення 1.2 Послідовність {𝑥𝑛} називається обмеженою зверху, якщо існує 

таке дійсне число М ∈ 𝑅, що 𝑥𝑛 < 𝑀 для усіх 𝑛 ∈ ℕ.  

 

Oзначення 1.3 Послідовність {𝑥𝑛} називається обмеженою знизу, якщо існує 

таке дійсне число 𝑚 ∈ 𝑅, 𝑥𝑛 > 𝑚 для усіх 𝑛 ∈ ℕ. 

 



Oзначення 2 Послідовність {𝑥𝑛} називається зростаючою, якщо кожний 

наступний її член більший від попереднього, тобто 𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛, ∀𝑛 ∈ ℕ 

Наприклад, послідовність 1, 22, 32, ... , n2, … є зростаючою 

Oзначення 3 Послідовність {𝑥𝑛} називається неспадною, якщо кожний 

наступний її член більший або дорівнює попередньому, тобто 𝑥𝑛+1 ≥ 𝑥𝑛, ∀𝑛 ∈

ℕ 

Наприклад, послідовність 1, 1, 2, 2 ... , n, n , … є неспадною 

Oзначення 4 Послідовність {𝑥𝑛} називається спадною, якщо кожний 

наступний її член меньший за попереднього, тобто 𝑥𝑛+1 < 𝑥𝑛, ∀𝑛 ∈ ℕ 

Наприклад, послідовність 1, 
1

2
, 
1

3
 ... , 

1

𝑛
 , … є спадною  

Oзначення 5 Послідовність {𝑥𝑛} називається незростаючою, якщо кожний 

наступний її член меньший або дорівнює попередньому, тобто 𝑥𝑛+1 ≤ 𝑥𝑛, 

∀𝑛 ∈ ℕ 

 

 14.2 Арифметичні дії над числовими послідовностями 

Нехай задано послідовності {𝑥𝑛} і {𝑦𝑛}, тоді  

1. Добутком послідовності {𝑥𝑛}  на число k називається послідовність {𝑘𝑥𝑛}, 

тобто 

𝑘𝑥1, 𝑘𝑥2, 𝑘𝑥3, … , 𝑘𝑥𝑛, … 

2. Сумою послідовностей {𝑥𝑛} і {𝑦𝑛} називається послідовність {𝑥𝑛 + 𝑦𝑛}, 

тобто 

𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, 𝑥3 + 𝑦3, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛, …  

3. Різницею послідовностей {𝑥𝑛} і {𝑦𝑛} – послідовність {𝑥𝑛 − 𝑦𝑛}, тобто 

𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2, 𝑥3 − 𝑦3, … , 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛, …  

4. Добутком послідовностей {𝑥𝑛} і {𝑦𝑛} – послідовність {𝑥𝑛 ∙ 𝑦𝑛}, тобто 

𝑥1 ∙ 𝑦1, 𝑥2 ∙ 𝑦2, 𝑥3 ∙ 𝑦3, … , 𝑥𝑛 ∙ 𝑦𝑛, …  

5. Часткою послідовностей {𝑥𝑛} і {𝑦𝑛} - послідовність {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
}, тобто 

𝑥1

𝑦1
, 
𝑥2

𝑦2
, 
𝑥3

𝑦3
, … , 

𝑥𝑛

𝑦𝑛
, …, де 𝑦𝑛 ≠ 0, ∀𝑛 ∈ ℕ. 



 14.3 Oзначення границі числової послідовності 

 Границя числової послідовності і границя змінної величини 𝑥𝑛, 𝑛 =

 1, 2 , … — число, до якого члени послідовності прямують зі збільшенням 

номеру.  

Наприклад, розглянимо такі числові послідовності: 

1) 𝑥𝑛 =
1

𝑛
 

 

2) 𝑥𝑛 =
𝑛

𝑛+1
 

 

3) 𝑥𝑛 =
(−1)𝑛−1

𝑛
 

 



4) 𝑥𝑛 = 3 + (−1)
𝑛 2

2𝑛−1
 

 
Для всіх випадків числова послідовність {𝑥𝑛} при зростанні 𝑛 наближається 

до сталої величини, в такому разі говорять що числова послідовність {𝑥𝑛} має 

границею цю величину при 𝑛 → ∞ 

 Таким чином, границя числової послідовності визначається в сенсі 

наступного означення:  

Означення: Число 𝑎 називається границею числової послідовності {𝑥𝑛}, якщо 

для будь-якого наперед заданного як завгодно малого додатнього числа 𝜀 

існує такий номер 𝑁, починаючи з якого (тобто як тільки 𝑛 ≥ 𝑁) виконується 

нерівність: 

|𝑥𝑛 −  𝑎| <  𝜀 

Через квантори це виглядає так: ∀𝜀 > 0: ∃𝑁 = 𝑁(𝜀), ∀𝑛 ≥ 𝑁  |𝑥𝑛 −  𝑎| <  𝜀 

Той факт що 𝑎 є границею числової послідовності {𝑥𝑛} символічно 

позначається так: 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 або 𝑥𝑛 → 𝑎, як 𝑛 → ∞ 

 З геометричної точки зору стале число а є числової послідовності {𝑥𝑛}, 

якщо для будь-якого наперед заданого як завгодно малого околу точки 𝑎 

радіуса 𝜀  знайдеться таке значення 𝑥𝑁, що усі точки, які відповідають 

наступним за цим значенням змінної 𝑥𝑁+1 ..., знаходяться в цьому околі, тобто 

∀𝑥𝑛 ∈ (𝑎 − 𝜀; 𝑎 + 𝜀) або ∀𝑥𝑛 ∈ 𝑈𝜀(𝑎), як показано на рис. 

 



 

 Нехай 𝜀 = 0.01, тоді починаючи з номеру 𝑁 =
1

𝜀
= 100 тобто з 𝑥100 всі 

члени даної числової послідовності (𝑥100, 𝑥101, 𝑥102, ...) набувають значення в 

проміжку: (1 − 𝜀, 1 + 𝜀)  (0.99, 1.01) 

Приклад 2. Довести, що послідовність з загальним членом 
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Таким чином, якщо номер n більше, ніж 
2

11



, то нерівність  
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2

1
200

2

1

005,0

1
 Nn . 

Отже, для всіх номерів більших, ніж 199 при 005,0 , буде виконуватися 

нерівність 


2
12

4

n

n . Починаючи з 200 члену всі члени послідовності 

будуть знаходитись в інтервалі (1,995;2,005). 

Таким чином, 2
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Приклад 3. Довести, що послідовність  має . 

Розв’язання. Нехай, наприклад, . Тоді нерівність  або 

. Тобто  виконується при . Аналогічно для 

 тобто виконується при . 

Для кожного  нерівність   або  виконується при . 

Отже, при будь-якому   існує такий номер  (або рівний цілій 

частині ), що для всіх  (при   для , при для  і т. 

д.) виконується нерівність , а це означає, що . 

Означення: Числова послідовність {𝑥𝑛} яка має скінчену границю 

називається збіжною, у протележному випадку – розбіжною. 

 

Властивості границі числової послідовності 

Теорема 1 Якщо послідовність має границю, то ця границя є єдиною. 
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𝑎 − 𝛿 𝑎 𝑎 + 𝛿 𝑏 − 𝛿 𝑏 𝑏 + 𝛿 

 

Теорема 2 Послідовність, що має границю, є обмеженою. 

 

 
 

Теорема 3 Теорема існування границі монотонної обмеженої послідовності 

(теорема Вейєрштрасса): Для того, щоб монотонно зростаюча (спадна) 

числова послідовність {𝑥𝑛} мала скінчену границю необхідно і достатньо, щоб 

вона була обмежена зверху (знизу) тобто 𝑥𝑛 ≤ М (𝑥𝑛 ≥ 𝑚).  

Доведення. Нехай послідовність {𝑥𝑛} є спадною, тобто 

𝑥1 > 𝑥2 > 𝑥3 > ⋯ > 𝑥𝑛 > ⋯ 

і нехай вона обмежена знизу, тобто існує таке число 𝑚, що 𝑥𝑛 ≥ 𝑚, 𝑛 =

 1, 2, 3, … Тоді множина значень послідовності {𝑥𝑛} має нижню грань, яку 

позначимо через 𝑎 = inf{𝑥𝑛} (інфімум). Покажемо, що lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎. Оскільки 𝑎 

є нижня грань множини значень послідовності {𝑥𝑛}, то для всіх її значень 



виконується нерівність 𝑥𝑛 > 𝑎. Проте, згідно з властивістю нижньої грані, яке 

б ми не взяли як завгодно мале додатне число 𝜀 > 0 знайдеться таке 

натуральне число 𝑁, що 𝑥𝑁 < 𝑎 + 𝜀. Тоді, беручи до уваги те, що 

послідовність спадна, дістаємо нерівність 𝑎 < 𝑥𝑛 < 𝑎 + 𝜀 як тільки 𝑛 ≥ 𝑁 або 

𝑎 − 𝜀 < 𝑥𝑛 < 𝑎 + 𝜀 як тільки 𝑛 ≥ 𝑁. Отже, |𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜀 як тільки 𝑛 ≥ 𝑁, що 

доводить теорему.  

 

Примітка 1. Слід зауважити, що ця теорема дає ознаку, за якою можна 

встановити тільки існування границі числової послідовності, але не можна 

знайти числове значення границі. 

Примітка 2. Обернене твердження незавжди вірно, тобто не всяка обмежена 

послідовність {𝑥𝑛} має границю.  

 Наприклад, {𝑥𝑛} = (−1)
𝑛−1 є обмеженою, але границі не існує.  

 
Означення: Нехай задана числова послідовність {𝑥𝑛} і 𝑛𝑘 – довільна 

зростаюча послідовність натуральних чисел, тоді числова послідовність {𝑥𝑛𝑘} 

називається підпослідовністтю послідовності {𝑥𝑛} 

 

Теорема 4. Якщо послідовність {𝑥𝑛} має границю a, то будь яка її 

підпослідовність {𝑥𝑛к} має туж саму границю a.  

 



як тільки 𝑛𝑘 > 𝑁. А це означає що число a є границею послідовності {𝑥𝑛𝑘}, 

тобто lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝑎 

 

Властивості збіжних числових послідовностей 

 Нехай послідовність {𝑥𝑛} має границю, яка дорівнює а, послідовність 

{𝑦𝑛} має границю, яка дорівнює b, тоді справедливі такі рівності: 

1 lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 ± 𝑦𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ± lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑎 ± 𝑏 

2 lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 ∙ 𝑦𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ∙ lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑎 ∙ 𝑏 

Наслідок: lim
𝑛→∞

(𝐶𝑥𝑛) = 𝐶 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛, де 𝐶 - стала 

3 lim
𝑛→∞

(
𝑥𝑛

𝑦𝑛
) =

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛
=
𝑎

𝑏
, де lim

𝑛→∞
𝑦𝑛 = 𝑏 ≠ 0 

Можно довести що (розглянемо без виведення) 

4 lim
𝑛→∞

√𝑎
𝑛

= 1, 𝑎 ≥ 1  

5 lim
𝑛→∞

√𝑛
𝑛

= 1  

6 Нехай 𝑎 > 1, lim
𝑛→∞

𝑎𝑥𝑛 = 𝑎
lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 

7 Нехай 𝑎 > 1 і 𝑎 ≠ 1, lim
𝑛→∞

log𝑎 𝑥𝑛 = log𝑎 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 

8 Нехай lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 > 0, ∀𝛼 ∈ ℝ: lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
𝛼 = ( lim

𝑛→∞
𝑥𝑛)

𝛼
 

 Якщо lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =  𝑎 ≠  0, то, починаючи з деякого номера 𝑁, члени 

послідовності зберігають знак a. З цього випливає справедливість таких 

нерівностей: 

Теорема 5. Якщо послідовністі {𝑥𝑛} і {𝑦𝑛} для всіх 𝑛 що є більшим ніж деяке 

𝑁 задовольняє нерівність 𝑥𝑛 ≤ 𝑦𝑛, тоді lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

𝑦𝑛, тобто 𝑎 ≤ 𝑏. 

Зокрема, якщо 𝑥𝑛 ≤ 𝐶, то lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ≤ 𝐶 

Теорема 6. Якщо послідовністі {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} і {𝑧𝑛} для всіх 𝑛 що є більшим ніж 

деяке 𝑁 задовольняє нерівність 𝑥𝑛 ≤ 𝑦𝑛 ≤ 𝑧𝑛, де послідовності {𝑥𝑛} і {𝑧𝑛} 

мають границю а, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑎, тоді послідовність {𝑦𝑛} теж має 



границю, яка дорівнює а, тобто lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑎. 

 
 

14.4 Нескінченно великі і малі змінні 

Означення Числова послідовність {𝑥𝑛} прямує до , якщо яким би не було 

наперед задане додатне число 𝑀 > 0, яке може бути як завгодно великим, 

знайдеться такий номер N, що як тільки n буде більшим за N (𝑛 > 𝑁), то 

|𝑥𝑛| > 𝑀. 

 Якщо числова послідовність {𝑥𝑛} прямує до , то її називають 

нескінченно великою (н. в. п.) і пишуть 𝑥𝑛 → ∞ або  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = ∞ . 

 



 

 

 

Означення Числова послідовність {𝑥𝑛} прямує до + , якщо яким би не було 

наперед задане додатне число 𝑀 > 0, яке може бути як завгодно великим, 

знайдеться такий номер N, що як тільки n буде більшим за N (𝑛 > 𝑁), то 𝑥𝑛 >

𝑀, або  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = +∞. 

Означення Числова послідовність {𝑥𝑛} прямує до - , якщо яким би не було 

наперед задане додатне число 𝑀 > 0, яке може бути як завгодно великим, 

знайдеться такий номер N, що як тільки n буде більшим за N (𝑛 > 𝑁), то 𝑥𝑛 <

−𝑀, або  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = −∞. 

 

Означення Числова послідовність {𝑥𝑛} прямує до 0, якщо яким би не було на-

перед задане додатне число 𝜀 > 0, яке може бути як завгодно малим, 

знайдеться такий номер N, що як тільки n буде більшим за N (𝑛 > 𝑁), то 

|𝑥𝑛| < 𝜀. 

 Якщо послідовність {𝑥𝑛}  прямує до 0, то її називають нескінченно малою 

(н. м. п.) і пишуть 𝑥𝑛 → 0 або  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0. Інакше (простіше) означення 

нескінченно малої послідовності можно сформулювати так: послідовність, 

границя якої дорівнює нулю, називається нескінченно малою. 

 

 Зауважимо, що сформульоване означення є окремим випадком 

{𝑥𝑛} 

−𝑀 𝑀 

𝑥𝑁+1 𝑥𝑁+2 

 



означення границі послідовності, коли 𝑎 =  0. 

 Поняття нескінченно великої і нескінченно малої змінних пов’язані між 

собою. 

Теорема. Зв’язок нескінченно великих і нескінченно малих змінних. Якщо 

послідовність {𝑥𝑛} – н. в. п. (𝑥𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞) і всі її члени відмінні від нуля, 

то {𝛼𝑛} =
1

{𝑥𝑛}
 – н. м. п. (𝛼𝑛 → 0, 𝑛 → ∞), і, навпаки, якщо {𝛼𝑛} – н. м. п. і і всі 

її члени відмінні від нуля, то {𝑥𝑛} =
1

{𝛼𝑛}
 – н. в. п. 

 

 

У разі послідовностей, які мають нескінченні границі, властивості, що були 

перелічені вище, не мають місця. Проте окремі узагальнення цих 

властивостей все ж таки виконуються. Наприклад, якщо 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = +∞, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = +∞ - додатні н.в.п.; lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = −∞ - від’ємна н.в.п.; 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎, 𝑎 ∈ ℝ - обмежена послідовність; та lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0, 𝛼𝑛 > 0 - н.м.п., 

тоді 

 

 

Теорема Про існування границі. Для того, щоб послідовність {𝑥𝑛} мала 



границю, яка дорівнює 𝑎, необхідно і достатньо, щоб існувала така н. м. п. 

{𝛼𝑛}, що 𝑥𝑛 = 𝑎 + 𝛼𝑛. 

 

 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎  (𝑥𝑛 = 𝑎 + 𝛼𝑛, lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0)  

 

 14.5 Невизначені вирази  

Нехай lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 0, 𝑦𝑛 ≠ 0 

Розглянемо послідовність {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
}. Про границю цієї послідовності заздалегідь 

нічого визначеного сказати не можна, як це видно з наступних границь: 

 

𝑎 + 𝛼𝑛  



Таким чином, для знаходження границі {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} у кожному конкретному випадку 

потрібні спеціальні прийоми. 

Кажуть,  

- що вираз {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} при 𝑥𝑛 → 0, 𝑦𝑛 → 0 є невизначеністю виду ‖

0

0
‖. 

- Якщо 𝑥𝑛 → ∞, 𝑦𝑛 → ∞ то вираз {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} є невизначеністю виду ‖

∞

∞
‖. 

- Якщо, 𝑥𝑛 → 0, 𝑦𝑛 → ∞ то для виразу {𝑥𝑛 ∙ 𝑦𝑛} отримуємо невизначеність 

виду ‖0 ⋅ ∞‖ 

- Якщо 𝑥𝑛 → ∞, 𝑦𝑛 → ∞, то для виразу {𝑥𝑛 − 𝑦𝑛} отримуємо 

невизначеність виду ‖∞ −∞‖. 

 

Знаходження границь виразів, які наведені вище, називають розкриттям 

невизначеності. 

 

 Приклади розкриття деяких типів невизначеностей 

 
властивості границь, знаходемо 

 



 
Розв’язки останніх трьох прикладів дозволяють записати наступну загальну 

формулу 

lim
𝑛→∞

𝑎0𝑛
𝑘 + 𝑎1𝑛

𝑘−1 + 𝑎2𝑛
𝑘−2 +⋯+ 𝑎𝑘−1𝑛 + 𝑎𝑘

𝑏0𝑛
𝑚 + 𝑏1𝑛

𝑚−1 + 𝑏2𝑛
𝑚−2 +⋯+ 𝑏𝑚−1𝑛 + 𝑏𝑚

= ‖
∞

∞
‖ = 

lim
𝑛→∞

𝑛𝑘(𝑎0 + 𝑎1
1
𝑛
+ 𝑎2

1
𝑛2
+⋯+ 𝑎𝑘−1

1
𝑛𝑘−1

+
𝑎𝑘
𝑛𝑘
)

𝑛𝑚(𝑏0 + 𝑏1
1
𝑛
+ 𝑏2

1
𝑛2
+⋯+ 𝑏𝑚−1

1
𝑛𝑚−1

+
𝑏𝑚
𝑛𝑚
)
= {

𝑎0
𝑏0

𝑘 = 𝑚

0 𝑘 < 𝑚
∞ 𝑘 > 𝑚

 

 

 

 lim
𝑛→∞

𝑛!

𝑛!(𝑛+1)−𝑛!
= lim
𝑛→∞

𝑛!

𝑛!(𝑛+1−1)
= lim
𝑛→∞

𝑛!

𝑛!(𝑛+1−1)
= lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0,  

 

 Приклад 8. Обчислити lim
𝑛→∞

3
2−𝑛

2𝑛+3. 

 

    lim
𝑛→∞

3
2−𝑛

2𝑛+3 = 3
lim
𝑛→∞

2−𝑛

2𝑛+3 = 3−
1

2 =
1

√3
. 

 Приклад 9. Обчислити lim
𝑛→∞

log2
4𝑛2+𝑛−1

2+𝑛2−5𝑛
 

 

lim
𝑛→∞

log2
4𝑛2+𝑛−1

2+𝑛2−5𝑛
= log2 lim

𝑛→∞

4𝑛2+𝑛−1

2+𝑛2−5𝑛
= log24 = 2. 

 

 Приклад 10. Обчислити lim
𝑛→∞

√
𝑛2−𝑛+1

1−8𝑛2

3
. 

lim
𝑛→∞

√
𝑛2−𝑛+1

1−8𝑛2

3
= √ lim

𝑛→∞

𝑛2−𝑛+1

1−8𝑛2

3
= √−

1

8

3
= −

1

2
. 

 



Приклад 11. Обчислити )4nn(nlim
2

n



. 

При n  послідовність 4nnn
2   є різницею двох нескінченно 

великих послідовностей )(  . Помноживши і поділивши послідовність на 

вираз 4nnn
2  , дістанемо: 







 )4nn(n

)4nn(n)4nn(n
lim)4nn(nlim

2

22

n

2

n
 

2.
11

4

4/n11

4-
lim

4nnn

4n-nn
lim

n2

22

n














 

 

 

на 3𝑛. Тоді 

 

 

 14.6 Число е 

Розглянемо послідовність {𝑥𝑛} = {(1 +
1

𝑛
)
𝑛
} 

Надаючи різних натуральних значень, отримаємо таблицю значень: 

 

З таблиці видно, що 𝑥𝑛 із зростанням 𝑛 змінюється все повільніше і 

наближається до деякої границі. Крім цього, можна довести, що для всіх 𝑛, 

𝑥𝑛 < 3. Доведемо це. 

 Спочатку методом математичної індукції доведемо нерівність Бернуллі. 

При 𝑥 >  − 1 правдива нерівність 

(1 +  𝑥)𝑛 ≥ 1 +  𝑛𝑥, 𝑛 =  0, 1, 2, . .. 



□ Для 𝑛 =  0, 1 нерівність правдива. Припустимо, що вона правдива і при 

𝑛 =  𝑘, тобто (1 +  𝑥)𝑘 ≥ 1 +  𝑘𝑥. Помноживши обидві частини цієї 

нерівності на 1 +  𝑥 >  0, отримаємо 

(1 +  𝑥)𝑘+1 ≥ (1 +  𝑘𝑥)(1 +  𝑥)  ≥  1 + (𝑘 + 1)𝑥 +  𝑘𝑥2 > 1 + (𝑘 + 1)𝑥, 

оскільки 𝑘𝑥2  >  0, 

Таким чином, нерівність виявилася правдивою і при 𝑛 =  𝑘 + 1,  

(1 +  𝑥)𝑘+1 ≥ 1 + (𝑘 + 1)𝑥 

тобто вона правдива і ∀𝑛 ∈ ℕ.  

 

Згідно нерівності Бернуллі (1 +
1

𝑛
)
𝑛
≥ 1 + 𝑛 ∙

1

𝑛
= 2. Позначимо, 

𝑦𝑛 = 𝑥𝑛 (1 +
1

𝑛
) = (1 +

1

𝑛
)
𝑛+1

> 2. 

Розглянемо послідовність {𝑦𝑛} = {(1 +
1

𝑛
)
𝑛+1
}, маємо  

𝑦𝑛−1
𝑦𝑛

=
(1 +

1
𝑛 − 1)

𝑛

(1 +
1
𝑛)

𝑛+1 =
(
𝑛

𝑛 − 1)
𝑛

(
𝑛 + 1
𝑛 )

𝑛+1 =
𝑛𝑛𝑛𝑛+1

(𝑛 − 1)𝑛(𝑛 + 1)𝑛+1
 

=
𝑛 − 1

𝑛
(
𝑛2

𝑛2 − 1
)

𝑛+1

=
𝑛 − 1

𝑛
(1 +

1

𝑛2 − 1
)
𝑛+1

 

Згідно нерівності Бернуллі 

(1 +
1

𝑛2 − 1
)
𝑛+1

≥ 1 + (𝑛 + 1)
1

𝑛2 − 1
= 1 +

1

𝑛 − 1
=

𝑛

𝑛 − 1
 

Звідки 

𝑦𝑛−1
𝑦𝑛

=
𝑛 − 1

𝑛
(1 +

1

𝑛2 − 1
)
𝑛+1

≥
𝑛 − 1

𝑛
(
𝑛

𝑛 − 1
) = 1 

Таким чином, отримали що  
𝑦𝑛−1

𝑦𝑛
≥ 1  𝑦𝑛−1 ≥ 𝑦𝑛 

Отже, послідовність {𝑦𝑛} монотонно спадна та обмежена знизу числом 2. 

Таким чином, вона має скінченну границю, причому 



lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 (1 +
1

𝑛
) = lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 ∙ lim

𝑛→∞
(1 +

1

𝑛
)

⏟        
=1

= lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 

тобто послідовність {𝑥𝑛} теж має границю. Цю границю прийнято позначати 

буквою е: 

lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

= 𝑒 

Число е ірраціональне, яке називають неперовим числом (або числом Ейлера). 

Його наближене значення дорівнює 2,718 (2,71828182845904523). Число е 

взяте за основу натуральних логарифмів, які позначаються ln 𝑥, тобто ln 𝑥 =

log𝑒 𝑥. Отримані формули дають зв'язок між натуральними і десятковими 

логарифмами. 

 Число е часто використовують для розкриття невизначеності ‖1∞‖ 

 

 При 𝑛 → ∞ маємо невизначеність ‖1∞‖. Перетворемо вираз так щоб 

скористатися виразом неперового числа: 

 

lim
𝑛→∞

(1 +
1

2𝑛 + 1
−6

)

𝑛−1

= lim
𝑛→∞

(1 +
1

2𝑛 + 1
−6

)

2𝑛+1
−6

∙
−6
2𝑛+1

(𝑛−1)

= 

 

  { lim
𝑛→∞

−6𝑛+6

2𝑛+1
= −3}  = 𝑒−3 

 


