
Лекція 18 Диференціал функції 

 Поняття диференціала взаємозв'язане з поняттям похідної, і є одним з 

фундаментальних в математиці. Сам термін "диференціал" (від латинського 

слова differentia – різниця) був введений у математику Лейбніцом у XVII 

столітті задля застосування цього терміну до нескінченно малих величин. 

Розглянемо виведення формули диференціалу функції. 

 

 18.1 Поняття диференціала функції 

Нехай функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) має в даній точці 𝑥0 скінченну похідну 𝑓′(𝑥0), 

іншими словами існує границя: 𝑓′(𝑥0) = lim
∆𝑥→0

∆𝑦

∆𝑥
  

Тоді за теоремою про існування границі будь-якої функції маємо, що сама 

функція повинна бути представленною у вигляді суми: 

∆𝑦

∆𝑥
= 𝑓′(𝑥0) + 𝛼, де 𝛼 → 0, якщо ∆𝑥 → 0.  

Звідки, приріст функції 

  ∆𝑦 = 𝑓′(𝑥0)∆𝑥 + 𝛼∆𝑥 (1) 

Якщо ∆𝑥 - нескінченно малий приріст, то доданок 𝛼∆𝑥, як добуток двох 

нескінченно малих, є нескінченно малою вищого порядку, ніж доданок 

𝑓′(𝑥0)∆𝑥. Водночас, якщо 𝑓′(𝑥0) ≠ 0, то доданок 𝑓′(𝑥0)∆𝑥 і ∆𝑥 - нескінченно 

малі одного порядку.  

Означення. Якщо функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) має похідну 𝑓′(𝑥0) в точці 𝑥0 то вираз 

𝑓′(𝑥0)∆𝑥 називається диференціалом функції в цій точці і позначається 

символом 𝑑𝑦(𝑥0). Тобто, 

  𝑑𝑦(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0)∆𝑥 (2) 

 

 Таким чином, якщо у даній точці 𝑥0 існує скінченна похідна функції, то 

для її приросту вірно рівняння:  

  ∆𝑦 = 𝑑𝑦(𝑥0) + о(∆𝑥) (3) 

де о(∆𝑥) позначає нескінченно малу вищого порядку, ніж ∆𝑥. 



 Зауваження. Кажуть також, що диференціал функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) в даній 

точці є головною лінійною частиною приросту функції, яка пропорційна 

приросту аргументу з коефіцієнтом пропорційності 𝑓′(𝑥0). 

 

 Диференціал незалежної змінної ототожнюється з її приростом, тобто 

  𝑑𝑥 = ∆𝑥 (4) 

Доведення: Розглянемо функцію 𝑦 = 𝑓(𝑥) яка ототожнюється з її незалежною 

змінною, тобто 𝑦 = 𝑥. Тоді, похідна функції 𝑦′=1, тобто її диференціалом за 

означенням (2) є 

𝑑𝑦 = 1 ∙ ∆𝑥 = ∆𝑥 

Підставимо замість змінної 𝑦 у цей вираз змінну 𝑥, маємо 𝑑𝑥 = ∆𝑥, . 

 

 Для будь-якої точки х, де функція 𝑦=𝑓(𝑥) є диференційовною, формулу 

для диференціала функції в цій точці (2) з урахуванням (4), можна записати 

так: 

  𝑑𝑦(𝑥) = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 (5) 

 

Звідки отримаємо, формулу для похідної 

  𝑓′(𝑥) =
𝑑𝑦(𝑥)

𝑑𝑥
 (6) 

тобто похідну можна розглядати як відношення двох диференціалів. Це 

позначення похідної функції за Лейбницем.  

 

 Приклад. Знайти диференціал функції 𝑦 =  𝑥2  

 Прирощення функції 𝑦 =  𝑥2 має вигляд 

∆𝑦 =  (𝑥 + ∆𝑥)2 − 𝑥2 = 𝑥2 + 2𝑥∆𝑥 + ∆𝑥2 − 𝑥2 = 2𝑥∆𝑥 + ∆𝑥2 

Доданком, пропорційним ∆𝑥 є 2𝑥∆𝑥. Цей доданок і є диференціалом заданої 

функції, тобто 

𝑑𝑦 = 2𝑥∆𝑥 =  2𝑥𝑑𝑥 

 Розглянемо геометричний сенс цієї задачі. Оскільки можемо вважати, що 



𝑆 =  𝑥2 визначає площину квадрата, сторона якого 

має довжину 𝑥. Тоді ∆𝑆 - площина фігури, на яку її 

площа збільшується, коли сторона збільшується на 

∆𝑥. Зрозуміло, що за малих ∆𝑥 головну частину цієї 

додаткової площи ∆𝑆 складає площа двох 

прямокутників, яка дорівнює 2𝑥∆𝑥 тобто диференціал 

функції 𝑥2.  

Вираз (∆𝑥)2 - площа квадратика, яка є малою у порівнянні із 2𝑥∆𝑥.  

 

 18.2 Геометричний зміст диференціала 

Нехай задано функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) і точка 𝑥 що належить області визначення 

функції 𝑥 ∈ 𝑋. График функції показано на рисунку. Нехай існує похідна 

функції в цій точці 𝑓′(𝑥), тобто проведена дотична до графіку функції в точці 

𝑥. За означенням, в точці 𝑥 існує диференціал  

𝑑𝑦(𝑥) = 𝑓′(𝑥)∆𝑥 

Покажемо його геометричний зміст.  

 

Скористаємося геометричним змістом 

похідної - дотична до графіку функції 

в точці 𝑥 має кутовий коефіцієнт: 

𝑓′(𝑥) = tg𝜑 

З трикутника MAB маємо: 

tg 𝜑 =
|𝐴𝐵|

|𝐴𝑀|
 або 

|𝐴𝐵| = tg𝜑 ∙ |𝐴𝑀|  

|𝐴𝐵| = 𝑓′(𝑥) ∙ ∆𝑥 

Останнє рівняння відповідає визначенню диференціалу функції в точці 𝑥: 

𝑓′(𝑥) ∙ ∆𝑥 = 𝑑𝑦, тому можемо сказати що 𝑑𝑦 =|𝐴𝐵|.  

 Отже, за геометричним змістом диференціал функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точці 𝑥 

визначає приріст ординати дотичної проведеної до кривої в точці 𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) 

𝜑 

𝜑 



при переході від абсциси 𝑥 (т. 𝑀) до абсциси 𝑥 + ∆𝑥 (т. 𝑀1). 

 Водночас, можемо бачити що прирощенням функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) при 

переході від т. 𝑀 до т. 𝑀1 є відрізок ∆𝑦 = 𝐴𝑀1, який 𝐴𝑀1 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝑀1, де з 

урахуванням формули (3), маємо що |𝐴𝐵| – диференціал, а 𝐵𝑀1 = о(∆𝑥) - 

нескінченно мала у порівнянні із ∆𝑥. 

 

 18.3 Правила знаходження диференціала функції 

З правил знаходження похідної функції випливають правила знаходження 

диференціалу функції.  

Якщо функції 𝑢(𝑥) та 𝑣(𝑥) - диференційовні в точці х, то 

1)  𝑑(𝑢 ± 𝑣) = 𝑑𝑢 ± 𝑑𝑣 

2)  𝑑(𝑢 ∙ 𝑣) = 𝑣 ∙ 𝑑𝑢 + 𝑢 ∙ 𝑑𝑣 

Зауваження: (𝐶 ∙ 𝑢) = 𝐶 ∙ 𝑑𝑢, де C – стала.  

3) 𝑑 (
𝑢

𝑣
) =

𝑣∙𝑑𝑢−𝑢∙𝑑𝑣

𝑣2
 

 

 Оскільки диференціал і похідна зв'язані рівністю (5), то з таблиці 

похідних основних елементарних функцій дістаємо таблицю диференціалів 

цих функцій. Наприклад, 

 

 

 Властивість інваріантності форми диференціала 

 Припустимо, що 𝑢 = 𝜙(𝑥) – диференційовна функція від 𝑥. Тоді 

складена функція 𝑦 =  𝑓 (𝑢(𝑥)) матиме похідну, яка дорівнює 𝑦 =  𝑓𝑢
′(𝑢) ∙

𝑢𝑥
′ (𝑥). Диференціал цієї складеної функції визначається теоремою: 



Теорема. Якщо маємо складену функцію 𝑦 = 𝑓(𝑢), де 𝑢 = 𝑢(𝑥), причому 

𝑓(𝑢) і 𝑢(𝑥), -диференційовні функції, то 

  𝑑𝑦 = 𝑓𝑢
′ ∙ 𝑑𝑢 (7) 

Дійсно, 𝑑𝑦 ≝ 𝑓𝑥
′(𝑢(𝑥)) ∙ ∆𝑥 ≝ 𝑓𝑢

′ ∙ 𝑢𝑥
′ ∙ ∆𝑥⏟    
≝𝑑𝑢

= 𝑓𝑢
′ ∙ 𝑑𝑢  

Означення. Форма диференціалу функції не залежить від того, буде її 

аргумент 𝑢  незалежною змінною 𝑥, чи буде функцією цієї змінної 𝑢(𝑥), тобто 

форма диференціалу функції залишається незмінною (інваріантною). 

 

 Приклад 1. Знайти диференціал функції . 

Перший спосіб. Знаходимо похідну від заданої функції: 

 

Записуємо диференціал функції 

 

Другий спосіб. Знаходимо диференціал, використовуючи теорему про 

інваріантності форми диференціала 

  

 

 Приклад 2. Знайти диференціал функції 𝑦 = tg3
𝑥3

5
  

Знаходимо похідну від складеної функції: 

 



Записуємо диференціал функції  

Використовуючи теорему про інваріантності форми диференціала, маємо 

𝑑𝑦 = 3tg2
𝑥3

5
∙ 𝑑 (tg

𝑥3

5
) = 3tg2

𝑥3

5
∙

1

cos2
𝑥3

5

∙ 𝑑 (
𝑥3

5
)

= 3tg2
𝑥3

5
∙

1

cos2
𝑥3

5

∙
3𝑥2

5
∙ 𝑑𝑥 =

9𝑥2

5
∙
sin2

𝑥3

5

cos4
𝑥3

5

∙ 𝑑𝑥 

 Приклад 3. Який приріст матиме функція 𝑦 = 2𝑥3 − 3𝑥 при переході 

незалежної змінної від x1=2 до x2=2,01 ? Яке значення відповідної лінійної 

головної частини прирoсту (диференціалу) ? 

Обчислимо приріст функції за формулою:  

 

 

 

Обчислимо диференціал функції. Для цього знайдемо похідну 

 

та приріст аргументу 

 

Підставимо в формулу диференціалу 

 

Знайдемо відношення диференціалу до приросту аргументу 

 

Отримали, що диференціал з точністю понад 99% наближає приріст функції. 

 



 Диференціювання функцій, заданих параметрично 

Нехай функції 𝑥 = 𝑥(𝑡) і 𝑦 = 𝑦(𝑡) параметрично задають функцію 𝑦 =

𝑦(𝑥) причому 𝑥(𝑡) і 𝑥(𝑡) - функції диференційовні за змінною t і 𝑥′(𝑡) ≠ 0. 

Похідну 𝑦𝑥
′  від функції y за змінною x знаходимо за означенням Лейбниця 

як  

𝑦𝑥
′ ≝

𝑑𝑦

𝑑𝑥
, 

де, у свою чергу, за означенням диференціалу маємо 

𝑑𝑦 ≝ 𝑦𝑡
′ ∙ 𝑑𝑡 та 𝑑𝑥 ≝ 𝑥𝑡

′ ∙ 𝑑𝑡 

Тоді 

𝑦𝑥
′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦𝑡
′ ∙ 𝑑𝑡

𝑥𝑡
′ ∙ 𝑑𝑡

=
𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′ 

Т.ч., похідну 𝑦𝑥
′  від функції y за змінною x знаходимо, диференціюючи 

𝑥 = 𝑥(𝑡) і 𝑦 = 𝑦(𝑡) за змінною t і підставляємо у формулу: 

𝑦𝑥
′ =

𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′ 

 Приклад. Знайти похідну 𝑦𝑥
′  функції, заданої параметрично: 

, . 

Знайдемо похідні 𝑦𝑡
′ та 𝑥𝑡

′: 

, . 

Отже, , тобто . 

 

 18.4 Застосування диференціала в наближених обчисленнях 

З означення диференційованій в точці 𝑥0 функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) випливає, що її 

приріст ∆𝑦 = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0) можна подати у вигляді: 

∆𝑦(𝑥0) = 𝑑𝑦(𝑥0) + 𝛼 ∙ ∆𝑥, 

де 𝛼 → 0, якщо ∆𝑥 → 0, а 𝑑𝑦(𝑥0) = 𝑓′(𝑥0) ∙ ∆𝑥 



Отже, при малих ∆𝑥 має місце наближена рівність: 

∆𝑦(𝑥0) ≈ 𝑑𝑦(𝑥0),  

тобто  

𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥0) ≈ 𝑓′(𝑥0) ∙ ∆𝑥 

Звідки 

  𝑓(𝑥0 + ∆𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0) ∙ ∆𝑥 (8) 

 

Зауваження. Формула дозволяє знаходити значення функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) в 

точці 𝑥1 = 𝑥0 + ∆𝑥, якщо відомі значення 𝑓(𝑥0) і 𝑓′(𝑥0). Точність цієї 

формули тим краще, чим менше ∆𝑥.  

 

Приклад. Наближено обчислити значення sin 28°. 

В даному випадку існує функція 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, тоді її похідня 𝑓′(𝑥) =

cos 𝑥. Покладемо 𝑥0 =
𝜋

6
, що відповідає 30° в градусній мірі, тобто значення 

аргумента 𝑥0 при якому точне значення функції sin 𝑥 є відомим. Позначемо за 

𝑥1 = 28° значення, для якого ми повинні обчислити функцію 𝑓(𝑥) = sin 𝑥. 

Тоді, різниця між 𝑥1 та 𝑥0 - приріст аргументу складає 

. 

За формулою наближених обчислень (8), отримаємо: 

, 

тобто . 

Для того, щоб оцінити абсолютну і відносну похибки, скористаємось 

більш точним значенням, отриманим за допомогою комп’ютеру - 

. Тоді абсолютна похибка складає , а 

відносна похибка  дорівнюватиме:   



Лекція 19 Похідні і диференціали вищих порядків 

 19.1 Похідні вищих порядків 

 Нехай функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) диференційована на проміжку (𝑎, 𝑏) за змінною 

𝑥, а 𝑓′(𝑥) - її похідна, яка, у загальному випадку, також є функцією відносно x. 

Тоді від цієї функції знову можна шукати похідну за змінною 𝑥, за умови, що 

функція 𝑓′(𝑥) існує на заданому проміжку.  

 

 Означення. Похідна за змінною 𝑥 від похідної 𝑓′(𝑥) називається 

похідною другого порядку функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) і позначається одним із символів: 

𝑓′′(𝑥) = (𝑓′(𝑥))′ або 𝑦′′(𝑥) = (𝑦′(𝑥))′ або 𝑦𝑥𝑥
′′ = (𝑦′(𝑥))′ 

 

Аналогічно, похідна за змінною 𝑥 від похідної другого порядку 𝑓′′(𝑥) 

називається похідною третього порядку функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) та позначається 

𝑓′′′(𝑥) = (𝑓′′(𝑥))′ або 𝑦′′′(𝑥) = (𝑦′′(𝑥))′ або 𝑦𝑥3
′′′ = (𝑦′′(𝑥))′ 

Взагалі похідною n-го порядку функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) за змінною 𝑥 називається 

похідна за змінною 𝑥 від похідної 𝑛 − 1-го порядку за змінною 𝑥 і 

позначається 

𝑓(𝑛)(𝑥) = (𝑓(𝑛−1)(𝑥))′ або 𝑦(𝑛)(𝑥) = (𝑦(𝑛−1)(𝑥))′ або 𝑦𝑥𝑛
′′′ = (𝑦(𝑛−1)(𝑥))′ 

 

Зауваження. Похідну n-го порядку позначають як верхній індекс або 

римскими цифрами ,  або арабськими цифрами, які 

беруться у дужки . 

 

 Приклад 1. Знайти похідну другого порядку функції . 

Спочатку знайдемо 𝑦′(𝑥): .  

Тоді,  

 



 Приклад 2. Знайти похідну третього порядку функції 

. За означенням, послідовно знаходемо 

; 

; 

 

 Приклад 3. Знайти похідну другого порядку функції 

. 

Знаходимо спочатку 𝑦′(𝑥) за формулою . 

 

  

. 

Знаходимо похідну отриманої функції (𝑦′(𝑥))′: 

 

, тобто . 

 

 Похідні вищих порядків від функцій, заданих параметрично 

 Нехай функції 𝑥 = 𝑥(𝑡) і 𝑦 = 𝑦(𝑡) параметрично задають функцію 𝑦 =

𝑓(𝑥) причому 𝑥(𝑡) і 𝑥(𝑡) - функції диференційовні за змінною t і 𝑥′(𝑡) ≠ 0. 

Похідні вищих порядків 𝑦𝑥
′ , 𝑦𝑥

′′, … функції 𝑦 за змінною 𝑥 знаходимо 

послідовним обчисленням похідної функції, заданої параметрично за 

формулами: 



𝑦𝑥
′ =

𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′;  

𝑦𝑥𝑥
′′ = (𝑦𝑥

′)𝑥
′ =

(𝑦𝑥
′)𝑡
′

𝑥𝑡
′  

𝑦𝑥𝑥𝑥
′′′ = (𝑦𝑥𝑥

′′ )𝑥
′ =

(𝑦𝑥𝑥 
′′ )

𝑡

′

𝑥𝑡
′  ; 

𝑦𝑥4
IV = (𝑦𝑥𝑥𝑥

′′′ )𝑥
′ =

(𝑦𝑥𝑥𝑥 
′′′ )

𝑡

′

𝑥𝑡
′   

… і т.д. 

де похідні (𝑦𝑥
′)𝑡
′ , (𝑦𝑥𝑥 

′′ )𝑡
′ , (𝑦𝑥𝑥𝑥 

′′′ )𝑡
′  … і т.д. обчислюються як похідні функцій 𝑦𝑥

′ , 

𝑦𝑥𝑥 
′′ , 𝑦𝑥𝑥𝑥 

′′′  … і т.д. за змінною t, формули для яких відомі з попередніх 

обчислень. 

 Наприклад, для похідної другого порядку має місце формула: 

𝑦𝑥𝑥
′′ =

(𝑦𝑥
′)𝑡
′

𝑥𝑡
′ =

(
𝑦𝑡
′

𝑥𝑡
′)
𝑡

′

𝑥𝑡
′ =

𝑦𝑡𝑡
′′ ∙ 𝑥𝑡

′ − 𝑥𝑡𝑡
′′ ∙ 𝑦𝑡

′

(𝑥𝑡
′)2

𝑥𝑡
′ =

𝑦𝑡𝑡
′′ ∙ 𝑥𝑡

′ − 𝑥𝑡𝑡
′′ ∙ 𝑦𝑡

′

(𝑥𝑡
′)3

 

(9) 

Аналогічно, для похідної третього порядку 

𝑦𝑥𝑥𝑥
′′′ =

(𝑦𝑥𝑥 
′′ )𝑡

′

𝑥𝑡
′ =

(
𝑦𝑡𝑡
′′ ∙ 𝑥𝑡

′ − 𝑥𝑡𝑡
′′ ∙ 𝑦𝑡

′

(𝑥𝑡
′)3

)
𝑡

′

𝑥𝑡
′

=
𝑦𝑡𝑡𝑡
′′′ ∙ (𝑥𝑡

′)2 − 3𝑦𝑡𝑡
′′ ∙ 𝑥𝑡𝑡

′′ ∙ 𝑥𝑡
′ + 3(𝑥𝑡𝑡

′′)2 ∙ 𝑦𝑡
′ − 𝑥𝑡𝑡𝑡

′′′ ∙ 𝑥𝑡
′ ∙ 𝑦𝑡

′

(𝑥𝑡
′)5

 

(10) 

Приклад. Знайти похідну 𝑦𝑥𝑥
′′  функції 𝑦 = 𝑓(𝑥), заданої параметрично: 𝑥 =

8 cos 𝑡, 𝑦 = 8 sin 𝑡. 

. 

за формулою 

 

 Коментар: Якщо лінія задана рівнянням у полярних координатах 𝜌 =

𝜌 (𝜑), то використовуючи зв’язок поміж полярними та декартовими 



координатами, отримаємо, 𝑥 =  𝜌 (𝜑 ) 𝑐𝑜𝑠𝜑 , 𝑦 =  𝜌 (𝜑 ) 𝑠𝑖𝑛𝜑 – параметричні 

рівняння, де роль параметра виконує полярний кут 𝜑 . 

 Похідні вищих порядків функцій, заданих неявно 

 Для знаходження другої похідної від неявно заданої функції 𝐹(𝑥, 𝑦)  =  0 

спочатку знаходимо першу похідну 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), а потім диференціюємо 

обидві частини рівності відносно 𝑥. При цьому у правій частині отримуємо 

вираз, який містить 𝑦′, 𝑦 та 𝑥. Для знаходження 𝑦′′ потрібно підставити у цей 

вираз значення першої похідної 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦). Аналогічно і всі інші вищі 

похідні від неявної функції можна виразити тільки через 𝑥 та 𝑦: кожного разу, 

коли при диференціюванні з'являється похідна 𝑦′, 𝑦′′ і т.д. їх слід замінити 

попередньо отриманими функціями змінних 𝑥 та 𝑦 відповідних похідних. 

 

 Приклад. Знайти 𝑦𝑥𝑥
′′ , якщо 𝑦 =  𝑥 +  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑦 . 

Продиференціюємо обидві частини рівняння по 𝑥, вважаючи 𝑦 функцією від 

𝑥: 

 𝑦′ =  1 + 
1

1+𝑦2
 𝑦′ 

Виконуючи перетворення маємо: 𝑦′ (1 − 
1

1+𝑦2
 ) =  1,  

 𝑦′ =
1

𝑦2
+ 1, 𝑦′ = 𝑦−2 + 1 

Тоді, 𝑦′′ = −2𝑦−3𝑦′ = −
2

𝑦3
(
1

𝑦2
+ 1) 

 Приклад. Знайдімо похідну 3-го порядку від функції, заданої рівнянням 

𝑥2  +  𝑦2  =  𝑎2, 𝑎 – стала. 



 

 

19.2 Диференціали вищих порядків 

Нехай функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) диференційовна на проміжку (𝑎, 𝑏). Тоді її 

диференціал є 

 𝑑𝑦 = 𝑓′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥 

називається також диференціалом першого порядку і його можна розглядати 

як функцію змінної x (приріст аргументу 𝑑𝑥 вважається сталим). 

 

Означення. Диференціалом другого порядку функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точці x 

називається диференціал від її диференціала першого порядку 𝑑𝑦 (за умови, 

що повторний приріст незалежної змінної x збігається з попереднім 𝑑𝑥) і 

позначається 𝑑2𝑦: 

𝑑2𝑦 = 𝑑(𝑑𝑦) 

За означенням маємо 

, 

де позначають (𝑑𝑥)2 = 𝑑𝑥2.  

 Таким чином 

   (11) 



Аналогічно, диференціалом n-го порядку (позначається 𝑑𝑛𝑦), n=2,3,... 

називається диференціал від диференціала порядку (𝑛 − 1)-го порядку за 

умови, що в диференціалах весь час беруться одні й ті самі прирости 𝑑𝑥 

незалежної змінної x. Тобто 

. 

При цьому справедлива формула: 

   (12) 

Остання дає змогу записати похідні вищих порядків за означенням Лейбніца як 

наступні: 

𝑦′′(𝑥) =
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
,  

𝑦′′′(𝑥) =
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
, 

… 

𝑦(𝑛)(𝑥) =
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
 

Приклад. Обчислити 𝑑2𝑦, якщо . 

Скористаємось формулою 𝑑2𝑦 = 𝑓′′(𝑥)𝑑𝑥2 Для цього спочатку знайдемо 

𝑦′′(𝑥): 

, . 

Отже 

. 

 Зауваження. Формули (11)-(12) справедливі лише у випадку, коли 𝑥 - 

незалежна змінна. Диференціали вищих порядків інваріантної властивості не 

мають. Покажемо це на прикладі диференціала другого порядку.  

 Дійсно, нехай задано складену функцію 𝑦 = 𝑓(𝑥), де 𝑥 = 𝑥(𝑡). 

Користуючись правилом диференціювання, маємо 



𝑑2𝑦 = 𝑑(𝑑𝑦) = 𝑑(𝑓′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥) = 𝑑(𝑓′(𝑥)) ∙ 𝑑𝑥 + 𝑓′(𝑥) ∙ 𝑑(𝑑𝑥) = 

𝑓′′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥2 + 𝑓′(𝑥) ∙ 𝑑2𝑥 = 𝑓′′(𝑥) ∙ 𝑑𝑥2 + 𝑓′(𝑥) ∙ 𝑥𝑡𝑡
′′ ∙ 𝑑𝑡2 

Отже, диференціал другого порядку інваріантної властивості не має.  

 

 Загальні формули для похідних будь-якого порядку 

Для деяких функцій можна помітити закономірність зміни похідних при 

диференціюванні. Це степеневі, деякі тригонометричні та експоненціальні 

функції. В інших випадках, для знаходження похідних вищих порядків від 

заданої функції потрібно послідовно знаходити всі її похідні нижчих порядків.  

 Для практичного вивчення матеріалу розглянемо приклади. 

1. Знайти похідну n-го порядку від тригонометричнoї функції 𝑦 = sin 𝑥 

 

  

 

 

. 

Таким чином, для знаходження похідної будь-якого порядку можем 

використивувати формулу: 

  (13) 

2. Аналогично, для 𝑦 = cos 𝑥 

  (14) 

3. Знайти похідну n-го порядку від степеневoї функції, 𝑦 = 𝑥𝑚, 𝑚 ∈ ℕ 



  (15) 

4. Функція 𝑦 =
1

𝑥−𝑎
, 𝑎 – стала 

 

  (16) 

5. Логаріфмічна функція 𝑦 = ln(𝑥 + 𝑎), 𝑎 – стала 

  (17) 

6. Показникова функція 𝑦 = 𝑒𝑎𝑥, 𝑎 – стала 

  (18) 

 В інших випадках користуються властивостями похідної n-го порядку. 

 Нехай функції 𝑢 = 𝑢(𝑥), 𝑣 = 𝑣(𝑥) мають похідні до n-го порядку 

включно на заданом проміжку, тоді для обчислення похідної n-го порядку 

мають місце наступні формули: 

(𝐶 ∙ 𝑢(𝑥))(𝑛) = 𝐶 ∙ (𝑢(𝑥))(𝑛) 

(𝑢(𝑥) ± 𝑣(𝑥))(𝑛) = (𝑢(𝑥))(𝑛) ± (𝑣(𝑥))(𝑛) 



 Для знаходження похідні до n-го порядку добутку функцій 𝑢 = 𝑢(𝑥), 

𝑣 = 𝑣(𝑥) використувувають формулу Лейбніца: 

 

Формула (теорема) Лейбніца. Якщо функції 𝑢 = 𝑢(𝑥), 𝑣 = 𝑣(𝑥) мають 

похідні до n-го порядку включно, то для обчислення похідної n-го порядку від 

добутку цих функцій використовують формулу: 

(191) 

Формула нагадує формулу бінома Ньютона, лише замість степенів стоять 

порядки похідних, тому можемо переписати її у вигляді: 

  (192) 

 біноміальні коефіцієнти. 

 Приклад. Користуючись формулою Лейбніця знайти похідну 𝑦(2006) 

функції 𝑢 = 𝑥2𝑒𝑥  

  

  

 


