
Лекція 22 Основні відомості про комплексні числа 

 У багатьох розділах математики та її застосуваннях під час розв’язування 

різних задач неможливо обмежитись розглядом лише дійсних чисел. 

 

 22.1 Означення комплексного числа. Уявна одиниця 

 У розділі «Вступ до аналізу» ми познайомилися з основними числовими 

множинами: 

1. Множина натуральних чисел ℕ   

2. Множина цілих чисел ℤ 

3. Множина раціональних чисел ℚ 

4. Множина дійсних чисел ℝ є об’єднанням множин раціональних та 

ірраціональних чисел 

Незважаючи на те, що множина ℝ значно розширює можливості порівняно з 

множинами ℕ, ℤ, ℚ, тобто ℝ ⊃ ℚ ⊃ ℤ ⊃ ℕ тим не менш, залишаються задачі, 

які неможливо розв’язати і на множині ℝ. Розглянемо, наприклад, квадратне 

рівняння 

𝑥2 + 2𝑥 + 5 = 0  𝑥1,2 =
−2±√22−4∙5

2
=

−2±√−16

2
 

Виникла потреба добувати квадратний корінь з від’ємного числа. Щоб ця дія 

стала можливою, ввели множину ℂ нових чисел – комплексні числа. 

 

 Означення. Число, квадрат якого дорівнює −1, позначають буквою 𝑖 та 

називають уявною одиницею (𝑖 — перша буква латинського слова imaginarius 

— уявний). Тобто, для символу 𝑖 виконується рівність: 

  𝑖 ⋅ 𝑖 = 𝑖2 = −1 (1) 

Отже, так як 𝑖2 = −1, то розвязок квадратного рівняння  

𝑥1,2 =
−2 ± √22 − 4 ∙ 5

2
=

−2 ± √−16

2
=

−2 ± √𝑖2 ∙ 16

2
=

−2 ± 4 ∙ 𝑖

2
 

Звідки 

𝑥1 = −1 + 2𝑖, 𝑥2 = −1 − 2𝑖, - комплексні числа, які є розвязками рівняння 

Перевірка:  

(𝑥 − 𝑥1) ∙ (𝑥 − 𝑥2) = (𝑥 + 1 − 2 ∙ 𝑖 ) ∙ (𝑥 + 1 + 2 ∙ 𝑖 ) = (𝑥 + 1)2 − (2 ∙ 𝑖)2 = 

𝑥2 + 2𝑥 + 1 − (4 ∙ 𝑖2) = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 4 ∙ (−1) = 𝑥2 + 2𝑥 + 5 



 Означення. Число 𝑎 + 𝑖𝑏 де 𝑎 і 𝑏 — будь-які дійсні числа, 𝑖 — уявна 

одиниця, називається комплексним числом (𝑎 — дійсна частина, 𝑖𝑏 — уявна 

частина комплексного числа, а 𝑏 — коефіцієнт при уявній частині). 

Дійсну частину комплексного числа 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 позначають 

ℛ𝑒(𝑎 + 𝑖𝑏) = ℛ𝑒(𝑧) = 𝑎, 

а уявну частину комплексного числа  

ℑ𝑚(𝑎 + 𝑖𝑏) = ℑ𝑚(𝑧) = 𝑏, 

де 𝑎 і 𝑏 — будь-які дійсні числа ℝ.  

 Зауваження:  

 

 Для множини комплексних чисел ℂ маємо ланцюжок включень: 

ℂ ⊃ ℝ ⊃ ℚ ⊃ ℤ ⊃ ℕ 

 

 Означення. Запис комплексного числа 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 називають 

алгебраїчною формою комплексного числа (як ми побачимо у подальшому, це 

не єдина можлива форма). 

 Означення. Числа z = 𝑎 + 𝑖𝑏 і 𝑧̅ = 𝑎 − 𝑖𝑏, дійсні частини яких рівні, а 

коефіцієнти при уявних частинах рівні за модулем, але протилежні за знаком, 

називають комплексно спряженими (або спряженими). 
 

 Приклади: 

 1. Спряженими є комплексні числа 4 + 3𝑖 та 4 − 3𝑖. 

 2. Якщо дано число 6𝑖, то спряженим до нього є −6𝑖. 

 3. До числа 11 спряженим буде 11, бо 11 + 0𝑖 = 11 − 0𝑖. 

 

 Означення. Числа 𝑎 + 𝑖𝑏 і −𝑎 − 𝑖𝑏 називаються протилежними. Тобто, 

два числа 𝑎 + 𝑖𝑏 та −𝑎 − 𝑖𝑏, сума яких дорівнює нулю, називають 

протилежними. 

 



 22.2 Дії над комплексними числами 

Для комплексних чисел означені алгебраїчні операції додавання та множення, 

які узагальнюють додавання та множення дійсних чисел із зберіганням 

властивостей асоціативності, комутативності та дистрибутивності. 

 

 Нехай задано два комплексні числа: 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 і 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2  

 

 Означення. Два комплексних числа 𝑥1 + 𝑖𝑦1 і 𝑥2 + 𝑖𝑦2 рівні між собою 

тоді і тільки тоді, коли 𝑥1 = 𝑥2 і 𝑦1 = 𝑦2, тобто, коли рівні їх дійсні частини і 

коефіцієнти при уявних частинах. 

 

 Зауваження. Поняття «більше» і «менше» для комплексних чисел не має 

сенсу. Ці числа за величиною не порівнюють. Тому не можна, наприклад, 

сказати, яке з двох комплексних чисел більше 10𝑖 чи 3𝑖, 2 + 5𝑖 чи 5 + 2𝑖. 

 

 Додавання комплексних чисел 

 Означення. Сумою комплексних чисел 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 і 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 

називається нове комплексне число 𝑧 = 𝑧1 + 𝑧2, дійсна частина якого і 

коефіцієнт при уявній частині дорівнюють відповідно сумі дійсних частин і 

коефіцієнтів при уявних частинах доданків, тобто 

  𝑧 = 𝑧1 + 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1) + (𝑥2 + 𝑖𝑦2) = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2) (2) 

 

 Приклади: 

1. (−3 + 5𝑖) + (4 − 8𝑖) = (−3 + 4) + (5 − 8)𝑖 = 1 − 3𝑖 

2. (3 + 2𝑖) + (−1 − 5𝑖) = (3 − 1) + (2 − 5)𝑖 = 2 − 3𝑖 

3. (2 + 3𝑖) + (6 − 3𝑖) = (2 + 6) + (3 − 3)𝑖 = 8 − 0𝑖 = 8 

4. (10 − 3𝑖) + (−10 + 3𝑖) = (10 − 10) + (−3 + 3)𝑖 = 0 − 0𝑖 = 0 

 

Віднімання комплексних чисел 

 Означення. Різницею двох комплексних чисел чисел 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 і 𝑧2 =

𝑥2 + 𝑖𝑦2 називається нове комплексне число 𝑧 = 𝑧1 − 𝑧2, таке що 

  𝑧 = 𝑧1 − 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1) − (𝑥2 + 𝑖𝑦2) = (𝑥1 − 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 − 𝑦2) (3) 

 



 Приклади: 

1. (−5 + 2𝑖) − (3 − 5𝑖) = (−5 − 3) + (2 − (−5))𝑖 = −8 + 7𝑖 

2. (6 + 7𝑖) − (6 − 5𝑖) = (6 − 6) + (7 + 5)𝑖 = 12𝑖 

3. (0,3 + 2,5𝑖) − (−0,75 + 1,5𝑖) = (0,3 + 0,75) + (2,5 − 1,5)𝑖 = 1,05 + 𝑖 

 

 Зауваження. З додавання та віднімання двох спряжених комплексних 

чисел випливає, що сума двох спряжених комплексних чисел є число дійсне, а 

різниця – суто уявне:  

  𝑧 + 𝑧̅ = 𝑎 + 𝑖𝑏 + 𝑎 − 𝑖𝑏 = 2𝑎 (4) 

  𝑧 − 𝑧̅ = 𝑎 + 𝑖𝑏 − 𝑎 − 𝑖𝑏 = 2𝑏𝑖 (5) 

 

 Множення комплексних чисел 

 Означення. Добутком двох комплексних чисел 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 і 𝑧2 = 𝑥2 +

𝑖𝑦2 називається нове комплексне число 𝑧 = 𝑧1 ∙ 𝑧2, таке що 

  𝑧 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1) ∙ (𝑥2 + 𝑖𝑦2) = (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) + 𝑖(𝑥1𝑦2 + 𝑦1𝑥2) (6) 

 

 Приклад: 

(1 − 2𝑖) ⋅ (3 + 2𝑖) = (1 ⋅ 3 − (−2) ⋅ 2) + (1 ⋅ 2 + (−2) ⋅ 3)𝑖

= (3 + 4) + (2 − 6)𝑖 = 7 − 4𝑖 

 

 Зауваження. Добуток двох спряжених комплексних чисел: 

  𝑧 ∙ 𝑧̅ = (𝑎 + 𝑏𝑖) ⋅ (𝑎 − 𝑏𝑖) = 𝑎2 + 𝑏2 (7) 

 

 Ділення комплексних чисел. 

 Означення. Часткою комплексних чисел 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 і 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 

називається нове комплексне число 𝑧 =
𝑧1

𝑧2
, таке що 

  𝑧 =
𝑧1

𝑧2
=

𝑥1+𝑖𝑦1

𝑥2+𝑖𝑦2
=

𝑥1+𝑖𝑦1

𝑥2+𝑖𝑦2
∙
𝑥2−𝑖𝑦2

𝑥2−𝑖𝑦2
=

𝑥1𝑥2+𝑦1𝑦2

𝑥2
2+𝑦2

2 − 𝑖
𝑥1𝑦2−𝑦1𝑥2

𝑥2
2+𝑦2

2  (8) 

 

 Приклад: 

7 − 4𝑖

3 + 2𝑖
=

(7 − 4𝑖)(3 − 2𝑖)

(3 + 2𝑖)(3 − 2𝑖)
=

13 − 26𝑖

13
= 1 − 2𝑖 

 



 22.3 Властивості комплексних чисел 

Операції додавання та множення задовольняють відповідним аксиомам: 

 

 

 

 Операція спряження має властивості:  

𝑧1 + 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧1̅ + 𝑧2̅ 

− 𝑧̅̅̅̅̅  =  − 𝑧̅ 

𝑧1 ∙ 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧1̅ ∙ 𝑧2̅ 



Звідки  

𝑧𝑛̅̅ ̅ = (𝑧̅)𝑛 

(
1

𝑧
 )

̅̅ ̅̅ ̅
=

1

𝑧̅
 

А також, якщо 𝑧 =  𝑎 +  𝑏𝑖, і 𝑎2 + 𝑏2 =  1, то 

𝑧−1 = 𝑧̅ 

 

 22.4 Геометричне зображення комплексного числа 

 

 

Комплексне число  

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 

геометрично зображують точкою 

𝑀(𝑎; 𝑏) координатної площини – 

комплексної площини. 

Тоді радіус- вектор 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑎; 𝑏) – це 

комплексне число 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 .  

 Означення. Довжина вектора, який зображає комплексне число, 

називається модулем цього комплексного числа 

 Модуль комплексного числа позначається 𝑟. Тобто 

  𝑟 = |𝑧| = |𝑎 + 𝑏𝑖| = √𝑎2 + 𝑏2 (9) 

 

 Означення. Кут 𝜑 між додатним напрямком дійсної осі (абсцис) і 

вектором 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   називається аргументом комплексного числа 𝑧. 

Примітка. Кожне комплексне число, що не дорівнює 

нулю, має нескінчену множину аргументів, які 

відрізняються один від одного на 2𝜋𝑘, де 𝑘 ∈ ℤ. Вся 

ця нескінчена множина аргументів позначаються 

через Arg 𝑧: 

𝜑 = Arg 𝑧 = 𝜑0 + 2𝜋𝑘 

 

 Для однозначного визначення аргументу комплексного числа 𝑧 ≠  0 

розглядаються його значення з визначеного проміжку, наприклад,  

𝑟 = |𝑧| = √𝑎2 + 𝑏2 



  −𝜋 < 𝜑 ≤ 𝜋 (10) 

або інший вид обмежень для аргументу є такий: 

  0 ≤ 𝜑 < 2𝜋 (11) 

 Означення. Аргумент, такий що задовольняє умовам (10) або (11) 

називається головним значенням аргументу заданого комплексного числа 𝑧 та 

позначається arg 𝑧. 

Тоді 

Arg 𝑧 = arg 𝑧 + 2𝜋𝑘, де 𝑘 ∈ ℤ 

 

 Аргумент комплексного числа 𝑧 пов'язаний з його дійсною та уявною 

частинами співвідношеннями що випливають з визначення кута 𝜑:  

co s𝜑 =
𝑎

√𝑎2+𝑏2
  si n𝜑 =

𝑏

√𝑎2+𝑏2
  t g 𝜑 =

𝑏

𝑎
   

 З урахуванням періодичності тригонометричних функцій, для 

знаходження головної частини аргументу комплексного числа зручно 

користуватися формулами: 

 1 для обмежень виду −𝜋 < 𝜑 ≤ 𝜋  

𝜑 = 0, якщо 𝑎 > 0, 𝑏 = 0 

𝜑 =
𝜋

2
, якщо 𝑎 = 0, 𝑏 > 0 

𝜑 = 𝜋, якщо 𝑎 < 0, 𝑏 = 0 

𝜑 = −
𝜋

2
, якщо 𝑎 = 0, 𝑏 < 0 

𝜑 = arctan
𝑏

𝑎
 (= arccos

𝑎

√𝑎2+𝑏2
= arcsin

𝑏

√𝑎2+𝑏2
), якщо 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 (I чверть) 

𝜑 = 𝜋 + arctan
𝑏

𝑎
 (= arccos

𝑎

√𝑎2+𝑏2
), якщо 𝑎 < 0, 𝑏 > 0 (II чверть) 

𝜑 = −𝜋 + arctan
𝑏

𝑎
, якщо 𝑎 < 0, 𝑏 < 0 (III чверть) 

𝜑 = arctan
𝑏

𝑎
 (= arcsin

𝑏

√𝑎2+𝑏2
), якщо 𝑎 > 0, 𝑏 < 0 (IV чверть) 

 



 2 для обмежень виду 0 ≤ 𝜑 < 2𝜋: 

𝜑 = 0, якщо 𝑎 > 0, 𝑏 = 0 

𝜑 =
𝜋

2
, якщо 𝑎 = 0, 𝑏 > 0 

𝜑 = 𝜋, якщо 𝑎 < 0, 𝑏 = 0 

𝜑 =
3𝜋

2
, якщо 𝑎 = 0, 𝑏 < 0 

𝜑 = arctan
𝑏

𝑎
 (= arccos

𝑎

√𝑎2+𝑏2
= arcsin

𝑏

√𝑎2+𝑏2
), якщо 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 (I чверть) 

𝜑 = 𝜋 − arctan
𝑏

𝑎
 (= arccos

𝑎

√𝑎2+𝑏2
= 𝜋 − arcsin

𝑏

√𝑎2+𝑏2
), якщо 𝑎 < 0, 𝑏 > 0 (II 

чверть) 

𝜑 = 𝜋 + arctan
𝑏

𝑎
 (= 𝜋 − arccos

𝑎

√𝑎2+𝑏2
= 𝜋 + arcsin

𝑏

√𝑎2+𝑏2
), якщо 𝑎 < 0, 𝑏 < 0 

(III чверть) 

𝜑 = 2𝜋 − arctan
𝑏

𝑎
 (= 2𝜋 − arccos

𝑎

√𝑎2+𝑏2
= 2𝜋 + arcsin

𝑏

√𝑎2+𝑏2
), якщо 𝑎 > 0, 

𝑏 < 0 (IV чверть) 

 
 

 Приклади: 

 

 



 

 У комплексно спряжних чисел аргументи відрізняються знаком 

 
 

 Операції додавання та віднімання 

 
 

 

 22.5 Тригонометрична форма комплексного числа 

Виразивши 𝑎 і 𝑏 через модуль 𝑟 і аргумент 𝜑,  

𝑎 = 𝑟 cos𝜑, 𝑏 = 𝑟 sin𝜑 

комплексне число z = 𝑎 + 𝑏𝑖 запишемо у вигляді 

  𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑟(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑) (12) 

Права частина цієї тотожності називається тригонометричною формою 

комплексного числа. 



 

 

 

 

 

𝑟 = √(−1)2 + (−1)2 = √2 

Звідки, з урахуванням обмежень (10), 

маємо 

𝜑 = −𝜋 + arctan
−1

−1
= −𝜋 +

𝜋

4
= −

3𝜋

4
 

Отже 

−1 − 𝑖 = √2 (cos (−
3𝜋

4
) + 𝑖 sin (−

3𝜋

4
)) 

= √2(cos
3𝜋

4
− 𝑖 sin

3𝜋

4
) 

 

 

 

 Дії над комплексними числами, які записані у тригонометричній 

формі 

Нехай задано два комплексні числа: 

𝑧1 = 𝑟1(cos𝜑1 + 𝑖 sin𝜑1) та 𝑧2 = 𝑟2(cos𝜑2 + 𝑖 sin𝜑2) 

- Множення двох комплексних чисел: 

  𝑧1 ⋅ 𝑧2 = 𝑟1 ⋅ 𝑟2(cos(𝜑1 + 𝜑2) + 𝑖 sin(𝜑1 + 𝜑2)). (13) 

𝜑 = arctan
√3

1
 



 

- Ділення двох комплексних чисел: 

  
𝑧1

𝑧2
=

𝑟1

𝑟2
(cos(𝜑1 − 𝜑2) + 𝑖 sin(𝜑1 − 𝜑2)) (14) 

 

- Піднесення до степеня (формула Муавра) 

  𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑)) (15) 

- Добування кореня 

  √𝑧
𝑛

= √𝑟(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑)𝑛
= √𝑟 

𝑛
(cos

𝜑+2𝜋𝑘

𝑛
+ 𝑖 sin

𝜑+2𝜋𝑘

𝑛
) (16) 

𝑘 = 0,1,2, . . . , 𝑛 − 1 

 

 

 

 

 
Тоді 

 
Остаточно, 



 
3. Знайти всі значення кореня √8

3
 і відмітити ці значення на комплексній 

площині 

Запишимо число 8 у тригонометричній формі комплексного числа 

𝑧 =  8 +  𝑖 0, 

де 𝑟 =  8, 𝜑 = 0, тобто 8 = 𝑧 = 8(cos 0 + 𝑖 sin 0) 

За формулою (16) всі корені 𝑝𝑘 комплексного числа знаходяться як 

 

 

 

 
 

 22.6 Показова форма комплексного числа 

Дуже часто в математиці та її додатках застосовується вираз cos𝜑  +  𝑖 sin𝜑. 

Для цього виразу використовується скорочене позначення 𝑒𝑖𝜑 або ехр(𝑖𝜑), що 



називається уявною експонентою. При цьому має місце рівність 

  𝑒𝑖𝜑 = cos𝜑  +  𝑖 sin𝜑 (17) 

Рівність (17) називається формулою Ейлера.  

 

Розглянемо комплексне число 𝑧, яке записане у тригонометричній формі (12) 

𝑧 = 𝑟(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑) 

Застосувавши (17) комплексне число 𝑧 можна записати у формі 

  𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜑 (18) 

Комплексне число, що задане у вигляді (18), називається комплексним числом 

у показовій формі. 

 

 Над комплексними числами, заданими в показовій формі, зручно 

виконувати такі дії алгебри, як множення, ділення, піднесення до степення, 

добування кореня. 

 Дії над комплексними числами, які записані у показовій формі 

Нехай задано два комплексні числа: 

𝑧1 = 𝑟1𝑒
𝑖𝜑1, 𝑧2 = 𝑟2𝑒

𝑖𝜑2 

Спираючись на формули (13)-(16), маємо 

- Множення двох комплексних чисел: 

  𝑧1 ⋅ 𝑧2 = 𝑟1 ⋅ 𝑟2𝑒
𝑖(𝜑1+𝜑2) (19) 

- Ділення двох комплексних чисел: 

  
𝑧1

𝑧2
=

𝑟1

𝑟2
𝑒𝑖(𝜑1−𝜑2) (20) 

- Піднесення до степеня (формула Муавра) 

  𝑧𝑛 = 𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜑 (21) 

- Добування кореня 

  √𝑧
𝑛

= √𝑟
𝑛

  𝑒𝑖
𝜑+2𝜋𝑘

𝑛  (22) 

𝑘 = 0,1,2, . . . , 𝑛 − 1 

 

 Формула Ейлера 

 За допомогою формули Ейлера отримаємо наступні рівності. Якщо в 



рівності (17) аргумент 𝜑 замінити на – 𝜑, то прийдемо до рівності 

  𝑒−𝑖𝜑 = cos𝜑 −  𝑖 sin𝜑 (23) 

Якщо рівності (17) та (23) почленно скласти, то отримаємо 

𝑒𝑖𝜑 + 𝑒−𝑖𝜑 = 2 cos𝜑 

Звідки 

cos𝜑 =
1

2
(𝑒𝑖𝜑 + 𝑒−𝑖𝜑) 

Якщо рівності (17) та (23) почленно відняти, то отримаємо 

𝑒𝑖𝜑 + 𝑒−𝑖𝜑 = 2𝑖 sin𝜑 

або 

sin𝜑 =
1

2𝑖
(𝑒𝑖𝜑 − 𝑒−𝑖𝜑) 

Так як, 
1

2𝑖
=

𝑖

2𝑖2
= −

𝑖

2
, то 

sin𝜑 = −
𝑖

2
(𝑒𝑖𝜑 − 𝑒−𝑖𝜑) 


