
22.7. Множина та область в комплексній площині 

Оскільки модулем комплексного числа z x iy  називається 

2 2z x iy x y    , тобто відстань між точками  0, 0 та  , x y в 

комплексній площині, то рівність z r задає на комплексній площині коло

з центром у точці  0, 0 і радіусом r .

Означення 2.1. Рівність 0z z r   задає на комплексній площині коло з 

центром у точці  0 0 0,z x y і радіусом r . 

Дійсно, якщо z x iy  ,
0 0 0z x iy  , то 

 0 0 0 0 0z z x iy x iy x x i y y         
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0 0x x y y r     , 
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0 0x x y y r    . 

Таким чином, множина точок комплексній площині 

 ( , ) :B a r z z a r   

задає коло з центром у точці  0 0,a x y і радіусом r . 

Приклад 2.1. У комплексній площині побудувати множину точок, 

заданих рівністю z 1 2i 2   . 

 z 1 2i z 1 2i 2       . 

Тобто маємо коло з центром в точці 0 1 2z i   і радіусом 2r  , 

рис. 2.1. Нерівність 0z z r  задає круг з центром в точці 0 z радіуса r . 

Нерівність 0z z r  задає круг з центром в точці 0 z радіуса r , разом з 

граничним колом. Нерівність 0z z R  задає зовнішність круга, а нерівність 

0z z r  - зовнішність круга, разом з граничним колом 0z z r  . 

Приклад 2.2. У комплексній площині побудувати множину точок, 

заданих нерівністю z i 1  . 

 z i z i 1    



Тобто маємо круг з центром в точці 
0z i   і радіусом 1r  , разом з 

граничним колом, рис. 2.2. 

 

  
Рис. 2.1. Рис. 2.2. 

 
Приклад 2.3. У комплексній площині побудувати множину точок, 

заданих нерівністю z 3 i 2   . 

 z 3 i z 3 i 2       

Тобто маємо зовнішність круга з центром в точці 
0  3z i   і радіусом 

2r  , рис. 2.3. 

Приклад 2.4. У комплексній площині побудувати множину точок, 

заданих нерівностями 1 z 1 i 2    . 

 z 1 i z 1 i      

Тобто маємо перетин множин зовнішності круга з центром в точці 

0  3z i   і радіусом 1  1r   і внутрішності кола с центром в тій же точці і 

радіусом 2 2r  , разом з граничним колом, рис. 2.4. 

 

  
Рис. 2.3. Рис. 2.4. 

 



Означення 2.2. Для заданого числа  0 2    рівняння    argz   є 

рівнянням променя, що виходить з початку координат і утворює з 

додатним напрямком дійсні осі кут  . Кут тут орієнтований, тобто може 

бути додатним і може бути від’ємним, він підраховується від додатного 

напрямку дійсної осі до променя. Сам початок координат променю не 

належить. 

Означення  2.3. Нерівність 
0 1φ argz φ   задає на комплексній площині 

сектор, обмежений променями 
1   і 

2  . При цьому межі сектора 

містяться чи ні в даному секторі, в залежності від того, чи є відповідне 

нерівність нестрогим або строгим. 

Приклад 2.5. У комплексній площині побудувати множину точок, 

заданих нерівностями arg
6 4

z
 
  , рис. 2.5. 

Рис. 2.5. 

Означення 2.4. Рівнянням прямої, яка у відповідній прямокутній системі 

координат має рівняння y kx , комплексній площині є 

tg k  ,   arg z  , 0z  . 

Наведене рівняння це рівняння з виколотим початком координат. 

Рівняння горизонтальної прямої, що перетинає вісь Oy  в точці    y b , 

тобто проходить через точку    0 z bi  , має вигляд 

 Imz b . 

Рівняння горизонтальної прямої, що перетинає вісь Ox  в точці  x a , 

тобто проходить через точку     0z a i  , має вигляд 

   Rez a . 

Приклад 2.6. У комплексній площині побудувати множину точок, 

заданих нерівністю Rez 3 , рис. 2.6. 

 



Рис. 2.6. 

Приклад 2.7. У комплексній площині побудувати множину точок, 

заданих нерівностями z 2i 2  , 1 Imz 3  , рис. 2.7. 

 

Рис. 2.7. 

 

Означення 2.5. Множину точок комплексної площини, які містяться у 

крузі радіуса   з центром у точці 0z , називають  - околом точки 0z . 

З цього означення випливає, що   - окіл точки 0z - це сукупність точок  , 

які задовольняють умові 0z z ε  . 

 

Означення 2.6. Околом нескінченно віддаленої точки  z    називається 

множина, що складається з точок z  для яких  z R   і самої точки  z   . 

Означення 2.7. Точку a  комплексної площини називають внутрішньою 

точкою множини E , якщо існує такий   - окіл цієї точки всі точки якого 

належать множини E . 



Означення 2.8. Точку d  комплексної площини називають зовнішньою 

точкою відносно множини E  , якщо існує такий   - окіл цієї точки, всі 

точки якого не належать множини E . 

Означення 2.9. Точку b  комплексної площини називають межовою 

точкою множини E  , якщо вона не належить E  але кожен її  - окіл має як 

внутрішні, так і зовнішні точки множини E . 

 

 
Означення 2.10. Множину E   називають відкритою, якщо кожна її 

точка є внутрішньою. 

Означення 2.11. Множина, що містить всі свої граничні точки, 

називається замкнутою. 

Означення 2.12. Сукупність усіх межових точок множини E   

називають межею множини . Її позначають символом E . 

Межу області D  на комплексній площині можна задати за допомогою 

комплекснозначної функції      z z t x t iy t    деякого дійсного параметра 

 ,t    тобто задати дві неперервні функції дійсної змінної  x t  та  y t . У 

цьому випадку говорять, що задана неперервна крива 

     z z t x t iy t   ,  ,t   , 

а це рівняння називають параметричним рівнянням кривої. При цьому, якщо 

 1 1z z t  і  2 2z z t , де 1 2t t    , то говорять, що точка 2z  кривої 

слідує за точкою 1z . Отже, крива є впорядкованою множиною точок 

комплексної площини, тобто завжди вважається орієнтованою у напрямку 

зростання параметра t. Напрямок руху точки z вздовж кривої , що відповідає 

зростанню параметра t, називається додатним напрямком. 

 Приклад 2.8. Крива cosz t , 2t    є відрізком  1;1 , 

орієнтованим у напрямку від точки 1z    до точки 1z  . 

 Приклад 2.9. Крива 
itz e , 0 t    є півколом 1z  , Im 0z  , 

орієнтованим проти годинникової стрілки. Справді, cos sinitz e t i t    

  cos ,x t t     siny t t , звідки маємо, що 1z  , Im 0z   оскільки 

0 t   . 



 Означення 2.13. Крива, яка не має точок самоперетину, називається 

простою кривою. 

 Означення 2.14. Крива називається гладкою, якщо функції  x t ,  y t  є 

неперервно диференційованими на відрізку  ,  . Крива називається кусково-

гладкою, якщо її можна розбити на скінчену кількість гладких кривих. 

 Надалі розглядатимемо лише кусково-гладкі криві і області, межа яких 

складається зі скінченої кількості кусково-гладких кривих. 

 Приклад 2.10. На рисунку зображено область 1z  , 0 arg z   . Це 

круг 1z   з розрізом вздовж відрізка  0;1 . Межа області складається з 

відрізка  0;1 , який проходиться від точки 1z   до точки 0z   – нижній берег 

розрізу; відрізок  0;1 , який проходиться від точки 0z   до точки 1z   – 

верхній берег розрізу; коло 1z  , яке обходиться проти годинникової стрілки 

(рис.2. 8). 

Рис. 2.8. 

 Означення 2.15. Множина E   називається зв’язною, якщо будь-які 

дві точки   можна з'єднати між собою ламаної, що міститься в  , рис.2.9. 

Рис. 2.9. Зв’язна множина. 

Рис. 2.10. Незв’язна множина. 



Означення 2.16. Область - це відкрита зв'язна множина. 

 Означення 2.17. Область   називається замкнутою областю, якщо вона 

містить всі свої граничні точки   Таким чином, множину, яка отримана 

додаванням до області   всіх її межових точок   , називають замкненою 

областю, позначають її символом  ̅. 

 Розглянемо замкнену область D  зображену на рис. 2.11. Межа цієї 

області утворена двома кривими і 
1 2D    . Тут 

1z  – внутрішня точка, 
2z  

– межова точка області. 

Рис. 2.11. 

 Важливим у теорії функцій комплексної змінної є поняття орієнтації 

замкненої області D – напрям обходу її межі. Додатним напрямом обходу 

вважають той, при якому область залишається зліва (рис.2.11). 

 Області комплексної площини  поділяють на однозв’язні та 

багатозв’язні. 

Означення 2.18. Область називається однозв'язної, якщо її межа 

складається з однієї безперервної кривої без самоперетинів (можливо, 

замкнутої), рис.2.11. Усі інші області називаються багатозв'язними. 

Рис.2.11. Однозв'язна область 

Число компонент межі цієї області називається порядком зв'язності цієї 

області, рис.2.12. Далі розглядаються тільки області з кінцевим порядком 

зв'язності, іншими словами кінцевозв'язні області. 



Рис.2.12.Кінцевозв'язна область (4зв'язна) 

Приклад 2.11. Показати, що множина  0  :D z z z r    є відкритою. 

Насправді, візьмемо будь-яку точку 
1  z D . Тоді 0z z r   і 

0     0d r z z     - відстань від 
1z  до кола 0z z r  . Тому якщо 0 d  , то 

множина 0  z z    лежить в D , тобто D  – відкрита множина. 

Приклад 2.12. З'ясувати, які з множин є областями: 0z z R  ; 

0r z z R     0  r R  ; вся площина ; напівплощина  Rez a  ( a  - дійсне 

число); 0z z R  . 

Дійсно, за визначенням областями є множині: круг 0z z R  , кільце 

0r z z R     0  r R  , вся площина , напівплощина  Rez a  (a  - дійсне 

число); круг 0z z R   не є областю, тому що ця множина не є відкритою. Для 

точок  , для яких 0  z z R   не існує окола, що цілком лежить в цьому кругу. 

Приклад 2.13. Привести приклади однозв'язних областей. 

Однозв'язнимі областями є, наприклад, круг 0z z r   та напівплощина 

  0Rez  . 

Означення 2.17. Множину E   називають обмеженою, якщо існує 

таке коло  0,B R , R   , що  0,E B R , тобто z R  z E   (рис..2.13). 

Рис..2.13. Обмежена множина. 




