
Лекція 27. ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ. Основні поняття 

 Визначений інтеграл та ідеї інтегрального числення є надзвичайно плідними в їх 

застосуванні для розв’язування цілого ряду задач природознавства. 

 Першими прикладами використання методів інтегрального числення вважаються 

дослідження давньогрецьких вчених Евдока Кнідського (IV ст. до н.е.) та Архімеда з 

Сіракуз (ІІІ ст. до н.е.) по визначенню площ, об’ємів і центрів мас.  

 Хоча визначений інтеграл, у вигляді інтегральної суми був відомим давно, його 

застосування було досить обмеженим через складність обчислення інтегральних сум. 

Своє широке застосування він отримав лише в кінці XVIII ст., коли Ньютон та Лейбніц 

відкрили його тісний взаємозв’язок з невизначеним інтегралом. Перше означення 

інтеграла як границі інтегральних сум, яке й дотепер є загально прийнятим, дав у 1821 р. 

Коші О. Л. Подальший розвиток поняття інтегралу (кратні, криволінійні, поверхневі та 

ін.) від функції загальної будови отримав у в кінці XIX ст., та пов’язаний з іменемами 

Рімана, Лебега та Райсса. 

 27.1 Задача про площу криволінійної трапеції 

Поняття визначеного інтеграла виникло внаслідок необхідності розв’язання 

ряду геометричних i фізичних задач. Розглянемо одну з таких задач. 

 Нехай маємо плоску фігуру АВСD, яка обмежена графіком неперервної i 

невід’ємної функції 𝑦 = 𝑓(𝑥), заданої на відрізку [𝑎; 𝑏], прямими 𝑥 = 𝑎 i 𝑥 =

𝑏 

 
та відрізком осі Ox. Таку фігуру називають криволінійною трапецією. Треба 

обчислити площу цієї трапеції.  

 Для цього розіб’ємо відрізок [𝑎; 𝑏] на 𝑛 довільних частин зо допомогою 

А B 

C 

D 



точок 𝑥0, 𝑥1,…, 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖,…, 𝑥𝑛 так щоб справджувалися нерівності  

𝑎 = 𝑥0< 𝑥1<…< 𝑥𝑖−1< 𝑥𝑖<…< 𝑥𝑛 = 𝑏 

Сукупність точок 𝑥0, 𝑥1,…, 𝑥𝑛 позначатимемо буквою Т і називатимемо 𝑇 =

{𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} – розбиттям відрізку [𝑎; 𝑏].  

 Через кожну точку поділу проведемо прямі, паралельні осі Oy, до 

перетину з графіком функції 𝑓(𝑥). Тоді криволінійна трапеція розіб’ється на 𝑛 

частин - елементарних криволінійних трапецій. 

 Для кожного з частинних відрізків визначимо його довжину, ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 −

𝑥𝑖−1, де 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 та значення функції 𝑓(𝜁𝑖) у довільній точці 𝜁𝑖 ∈

[𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖].  

 
 Позначимо через 𝜆 - найбільшу довжину серед довжин частинних 

відрізків, тобто 

  𝜆 = max
0≤𝑖≤𝑛−1

∆𝑥𝑖 (1) 

Утворимо суму 

  𝜎𝑛 = ∑ 𝑓(𝜁𝑖)𝑛
𝑖=1 ∙ ∆𝑥𝑖, (2) 

яка визначає суму площин прямокутників, основи яких збігаються з 

відрізками [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖], а висоти є ординатами точок кривої 𝑦 = 𝑓(𝑥) з 

абсцисами 𝑥 = 𝜁𝑖.  

 Означення. Сума (2) є наближенним значенням загальної площини 

криволінійної трапеції АВСD,  

𝐴𝐴𝐵𝐶𝐷 ≈ 𝜎𝑛 = ∑ 𝑓(𝜁𝑖)𝑛
𝑖=1 ∙ ∆𝑥𝑖  
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а сама ця сума 𝜎𝑛 = ∑ 𝑓(𝜁𝑖)𝑛
𝑖=1 ∙ ∆𝑥𝑖 називається інтегральною сумою Рімана 

(Ріман Бернхард (1826-1866) – німецький математик) функції 𝑓(𝑥) на відрізку 

[𝑎, 𝑏].  

 Зрозуміло, якщо по різному ділити відрізок [𝑎; 𝑏] на 𝑛 частинних 

відрізків і по-різному вибирати на них по одній точці 𝜁𝑖, то можна для будь-

якої неперервної заданої функції 𝑓(𝑥) і будь-якого заданого відрізка [𝑎;  𝑏] 

скласти нескінчену множину різних інтегральних сум 𝜎𝑛 . Отже 

𝜎𝑛  =  𝜎𝑛(𝑇, 𝜁𝑖) 

Крім того, наближене значення загальної площини криволінійної трапеції 

АВСD, яке знайдене за допомогою інтегральної суми буде тим точніше, чим 

більше частинних відрізків ∆𝑥𝑖 містить розбиття Т й чим менше є найбільша із 

різниць розбиття 𝜆. 

 Означення. Якщо існує скінченна границя інтегральної суми 𝜎𝑛 при 

необмеженому зростанні 𝑛 та при умові, що найбільша із різниць ∆𝑥𝑖 прямує 

до нуля, яка не залежить ані від способу розбиття відрізка [𝑎; 𝑏] на частинні 

відрізки, ані від вибору проміжних точок 𝜁𝑖 у кожному з частинних відрізків, 

то вона називається визначеним інтегралом (інтегралом Рімана) функції 𝑓(𝑥) 

на відрізку [𝑎; 𝑏] і позначається символом ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
. 

 Отже, згідно з означенням, 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= lim

𝜆→0(𝑛→∞)
∑ 𝑓(𝜁𝑖)𝑛

𝑖=1 ∙ ∆𝑥𝑖 (3) 

Числа 𝑎 і 𝑏 називають відповідно нижньою та верхньою межами 

інтегрування; функція 𝑓(𝑥) називається підінтегральною функцією; 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 - 

підінтегральним виразом; 𝑥 - змінною інтегрування, а відрізок [𝑎, 𝑏] - 

проміжком інтегрування. 

 Зауваження: Не дивлячись на схожість в позначеннях і термінології, 

визначений і невизначений інтеграли є різними поняттями: в той час, як 

невизначений інтеграл є сімейством функцій, визначений інтеграл є деяке 

число. 

Означення. Функція 𝑓(𝑥), для якої на відрізку [𝑎, 𝑏]  існує визначений 



інтеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, називається інтегровaною на цьому відрізку.  

 Необхідною умовою існування визначеного інтеграла є обмеженість 

функції 𝑓(𝑥) на відрізку [𝑎, 𝑏].  

 Достатньою умовою існування визначеного інтеграла є неперервність 

функції 𝑓(𝑥) на цьому ж відрізку [𝑎, 𝑏]. 

 Зауваження: Функції, які не є неперервними на [𝑎, 𝑏], все ще можуть 

бути інтегрованими, залежно від природи розривів. Наприклад, інтегровними 

є функції зі скінченним числом стрибкових розривів або усунутих розривів на 

замкнутому інтервалі. 

Геометричний зміст визначеного інтеграла полягає в тому, що визначений 

інтеграл від невід’ємної та інтегровної на відрізку [𝑎, 𝑏] функції 𝑓(𝑥) 

чисельно дорівнює площі криволінійної трапеції, обмеженої графіком функції  

y = 𝑓(𝑥), відрізками прямих 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 та віссю Ox. 

 

 27.2 Властивості визначеного інтеграла 

1) Визначений інтеграл не залежить від позначення змінної інтегрування: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑏

𝑎

= ⋯ 

2) Визначений інтеграл з однаковими межами інтегрування дорівнює нулю: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎

= 0 

3) Для будь-якого довільного сталого числа  𝐶 справджується рівність: 

∫ 𝐶 ∙ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐶 ∙ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

4) При переставленні меж інтегрування визначений інтеграл змінює знак, 

тобто 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

 

5) Визначений інтеграл з симетричними межами інтегрування  

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎
= 0, якщо 𝑓(𝑥) – непарна функція на [−𝑎, 𝑎] 



 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

−𝑎
= 2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

0
, якщо 𝑓(𝑥) – парна функція на [−𝑎, 𝑎] 

6) Якщо функції  𝑓(𝑥) і 𝑔(𝑥)  - інтегровні на відрізку [𝑎,𝑏], то функція 𝑓(𝑥) ±

𝑔(𝑥) також є інтегровною на цьому відрізку, причому 

∫ (𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

± ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

7) Якщо функція  𝑓(𝑥) - інтегровна на найбільшому з відрізків [𝑎, 𝑏], [𝑎, 𝑐], 

[𝑐, 𝑏], то вона інтегровна і в двох інших і для будь-якого взаємного 

розташування точок 𝑎, 𝑏, 𝑐 має місце рівність (адитивність інтеграла) 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

 

8) Якщо функція  𝑓(𝑥) - інтегровна на відрізку [𝑎, 𝑏] (𝑎 < 𝑏)  і всюди на 

цьому відрізку  𝑓(𝑥) ≥ 0, то  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ 0 

Аналогічно маємо, для 𝑓(𝑥) ≤ 0, то ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 0 

9) Якщо функції 𝑓(𝑥) і 𝑔(𝑥)  - інтегровні на [𝑎, 𝑏] (𝑎 < 𝑏)  і всюди на цьому 

відрізку 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥), то  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

10) Якщо функція 𝑓(𝑥)  - інтегровна на [𝑎, 𝑏] (𝑎 < 𝑏) , то функція 

|𝑓(𝑥)| також інтегровна на цьому відрізку, причому  

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

11) Теорема про середнє значення визначенного інтеграла: 

Теорема. Якщо функція 𝑓(𝑥) - інтегровна на [𝑎, 𝑏] (𝑎 < 𝑏) та 𝑚 і 𝑀 - 

відповідно її найменше і найбільше значення на цьому відрізку, то 

справджуються нерівності: 

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

 Доведення. Оскільки функція іинтегрована на відрізку [𝑎, 𝑏], то вона 

обмежена на цьому відрізку, тобто за 2-ою теоремою Вейєрштрасса існують 



такі числа 𝑚 і 𝑀, що 

𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀, [𝑎, 𝑏] 

Користуючись властивостю 9) невизначеного інтегралу, маємо 

∫ 𝑚
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
≤ ∫ 𝑀

𝑏

𝑎
𝑑𝑥  

Підставляючи в цю нерівність значення інтегралів, які обчислююрься за 

означенням як наступні: 

∫ 𝑚
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝑚 ∫ 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= 𝑚 lim

𝜆→0
∑ ∆𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝑚 lim

𝜆→0
{(𝑥1 − 𝑎) + (𝑥2 − 𝑥1) + ⋯ +

(𝑏 − 𝑥𝑛−1)} = 𝑚(𝑏 − 𝑎),  

тобто 

∫ 𝑚
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝑚(𝑏 − 𝑎)  

аналогічно, 

∫ 𝑀
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝑀(𝑏 − 𝑎)  

дістанемо нерівність: 

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)  

Зауважимо, що цю нерівність можно записати у вигляді рівності. Для цього 

члени нерівності поділимо на (𝑏 − 𝑎) і введемо позначення: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

(𝑏 − 𝑎)
= 𝜇 

Тоді матимемо таку рівність:  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝜇(𝑏 − 𝑎),  

де 𝑚 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀. 

Наслідок. Якщо функція 𝑓(𝑥) - неперервна на [𝑎, 𝑏] , то існує точка 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] 

така, що виконується рівність: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎) 

 



 Геометричний зміст теореми: нехай 𝑓(𝑥) ≥ 0, тоді існує хоча б одна 

точка 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏], в якій площа криволінійної 

трапеції, обмеженої зверху безперервною 

кривою 𝑦 = 𝑓(𝑥), дорівнює площі прямокутника 

з аналогічною основою (𝑏 − 𝑎) і висотою, що 

дорівнює 𝑓(𝑐), як показано на малюнку. 

 

 

 

 Наприкінці зауважемо, що число  

  𝜇 =
1

𝑏−𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 (4) 

називають середнім значенням функції 𝑓(𝑥) на відрізку [𝑎, 𝑏] 

 

 27.3 Обчислення визначених інтегралів: Фундаментальнa теоремa 

інтегрального числення. Формула Ньютона - Лейбніца 

Для пошуку способу обчислення визначеного інтеграла встановимо зв’язок 

між невизначеним та визначеним інтегралами.  

 Для цього розглянемо визначений інтеграл вигляду: ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡, де 

функція 𝑓(𝑡) є неперервною на [𝑎, 𝑥] та інтегровною на ньому, 𝑥 - довільна 

фіксовна точка відрізка [𝑎, 𝑏]. Цей інтеграл називають визначеним інтегралом 

із змінною верхньою межею. Очевидно, він є функцією від 𝑥, тому позначимо 

його через  

  𝛷(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡, (5) 

Має місце наступна теорема: 

Теорема (Перша частина фундаментальної теореми інтегрального 

числення): Якщо функція 𝑓(𝑥) - неперервна на відрізку [𝑎, 𝑏], то функція 

𝛷(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡 - диференційовна на цьому відрізку, причому 𝛷′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

для усіх 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]. 

 Тобто для всякої неперервної на [𝑎; 𝑏] функції завжди існує первісна, та 



однією з цих первісних є визначений інтеграл із змінною верхнею межею.  

 Доведення: Нехай 𝑥 - довільна фіксовна точка відрізка [𝑎, 𝑏], а ℎ – малий 

приріст 𝑥. Застосовуючи означення похідної, маємо 

𝛷′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝛷(𝑥 + ℎ) − 𝛷(𝑥)

ℎ
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0

1

ℎ
[∫ 𝑓(𝑡)

𝑥+ℎ

𝑎

𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡] 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

1

ℎ
[∫ 𝑓(𝑡)

𝑥+ℎ

𝑎

𝑑𝑡 + ∫ 𝑓(𝑡)
𝑎

𝑥

𝑑𝑡] = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡)

𝑥+ℎ

𝑥

𝑑𝑡 

Уважно подивившись на цей останній вираз, ми побачимо, що 
1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡)

𝑥+ℎ

𝑥
𝑑𝑡 є 

середнім значенням функції 𝑓(𝑥) на інтервалі [𝑥, 𝑥 + ℎ]  за формулою (4). 

Отже, згідно з теоремою про середнє значення для інтегралів, існує деяке 

число 𝑐 в [𝑥, 𝑥 + ℎ] таке, що 
1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡)

𝑥+ℎ

𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑐)  

Крім того, оскільки 𝑐 знаходиться між 𝑥 і ℎ, то 𝑐 наближається до 𝑥, коли ℎ 

наближається до нуля. Крім того, оскільки 𝑓(𝑥) неперервна, ми маємо 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓(𝑐) = 𝑙𝑖𝑚
𝑐→𝑥

𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑥) 

Зібравши всі ці частини разом, ми маємо 

𝛷′(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

1

ℎ
∫ 𝑓(𝑡)

𝑥+ℎ

𝑥
𝑑𝑡 = 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0
𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑥)  

Далі, якщо інтеграл 𝛷(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡  є первісною для 𝑓(𝑥), а оскільки всяка 

інша первісна для функції 𝑓(𝑥) може відрізнятися від 𝛷(𝑥) тільки на сталу, то 

справджується рівність:  𝛷(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝐶, звідки маємо 

  ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎
𝑑𝑡 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 (6) 

де 𝐶 – довільна стала, a 𝐹(𝑥) - інша первісна для 𝑓(𝑥).  

 Таким чином, рівністтю (6) встановлений зв’язок між невизначеним та 

визначеним інтегралами ( основна теорема інтегрального числення). 

Теорема (Друга частина фундаментальної теореми інтегрального числення): 

Нехай 𝑓(𝑥) — неперервна функція, визначена на відрізку [𝑎, 𝑏] і 𝐹(𝑥) є будь-

якою первісною 𝑓(𝑥) на [𝑎, 𝑏], то справедлива формула Ньютона-Лейбніца: 

  ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥)|𝑎

𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) (7) 



Іншими словами, визначений інтеграл від неперервної функції дорівнює 

приросту будь-якої первісної для цієї функції на проміжку інтегрування.  

 Доведення: Нехай 𝐹(𝑥) - первісна функції  𝑓(𝑥) і виконується рівність 

(6). Замість 𝑥 підставимо в цю рівність 𝑥 = 𝑎. Тоді 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑎

𝑎
𝑑𝑡 = 𝐹(𝑎) + 𝐶 = 0  𝐶 = −𝐹(𝑎) 

Отже, 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡 = 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) 

Поклавши в цій рівності 𝑥 =  𝑏, дістанемо формулу  

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

Тут замість замінної 𝑡 взята замінна 𝑥.  

 

 Приклади застосування формули Ньютона - Лейбніца 

1. ∫
𝑑𝑥

1+𝑥

1

0
; 

Первісною від даної підінтегральної функції є 𝐹(𝑥) = ln|1 + 𝑥|, тобто 𝐹′(𝑥) =
1

1+𝑥
= 𝑓(𝑥). Обчислимо її значення при верхній границі: 𝐹(1) = ln|1 + 1| =

ln 2, при нижній границі 𝐹(0) = ln|1 + 0| = ln 1 = 0. За формулою Ньютона-

Лейбніца значення інтегралу становить: ln 2 − 0 = ln 2. 

 Розв’язання може бути подане у вигляді, який будемо завжди 

використовувати далі, а саме: 

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥

1

0

= ln|1 + 𝑥||0
1 = ln 2 − ln 1 = ln 2 − 0 = ln 2 
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6. Знайти середнє значення функції 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 на відрізку [0; 𝜋]. Через 

співвідношення (4) маємо 

𝑓(𝑐) =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
1

𝜋 − 0
∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

= −
1

𝜋
cos 𝑥|0

𝜋 = 

−
1

𝜋
(cos 𝜋 − cos 0) =

2

𝜋
 

 

 27.4 Методи інтегрування у визначениому інтегралі 

Хоча визначені та невизначені інтеграли тісно пов’язані між собою, слід 

пам’ятати про деякі ключові відмінності. Визначений інтеграл є або числом 

(коли межі інтегрування є константами), або окремою функцією (коли одна 

або обидві межі інтегрування є змінними). Невизначений інтеграл 

представляє сімейство функцій, усі з яких відрізняються константою. У 

результаті існують деякі відмінності в методах інтеграції. 

 27.4.1 Замінa змінної у визначеному інтегралі 

Нехай треба обчислити інтеграл ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥, де функція 𝑓(𝑥) - неперервна на 

відрізку [𝑎; 𝑏]. Якщо виконуються умови:   

- функція 𝜑(𝑡) -неперервна разом із своєю похідною 𝜑′(𝑡) на відрізку 

[𝑎; 𝑏];   

- має місце: 𝜑(𝛼) = 𝑎 і 𝜑(𝛽) = 𝑏; 

- при змінюванні 𝑡 на відрізку [𝛼; 𝛽] значення функції 𝑥 = 𝜑(𝑡) не 

виходять за межі відрізка відрізку [𝑎; 𝑏],   

то справедлива формула заміни змінної (або підстановки) у визначеному 

інтегралі: 

𝑥 = 𝜑(𝑡), 

 Звідки  



        




 dtttfdxxf

b

a

 (8) 

де    ba 11 ,     

 Треба відзначити, що іноді набагато зручніше замість підстановки 𝑥 =

𝜑(𝑡) використовувати так звану «обернену» підстановку:  

𝑡 = 𝜓(𝑥), 

де функція 𝜓(𝑥) є строго монотонною і неперервно диференційовною на 

відрізку [𝑎; 𝑏] , а множиною її значень є відрізок [𝛼; 𝛽] . Тоді для неї існує 

обернена функція: 𝑥 = 𝜓−1 (𝑡), яка задовольняє переліченим вище умовам.  

Отже, в цьому випадку маємо:  

      





 dttfdxxxf
b

a

)(')(  (9) 

де    ba   ,  

 Зауваження: При обчисленні визначеного інтегралу за формулами (8) 

або (9) на відміну від заміни змінної у невизначеному інтегралі, немає 

необхідності повертатися до старої змінної інтегрування, оскільки треба лише 

змінити межі інтегрування відповідно до підстановки. 

 

 Приклади заміни змінної у визначеному інтегралі 
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 27.4.2 Формула інтегрування частинами у визначеному інтегралі 

Якщо функції  𝑢(𝑥) і   𝑣(𝑥) - неперервно диференційовні на відрізку [𝑎; 𝑏] , то 

справедлива формула: 

   

b

a

b

a

vdu
a

b
uvudv  (10) 

Схема використання цієї формули співпадає із обчисленням невизначених 

інтегралів цим методом. 

 Приклади 
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 27.4.3 Інтеграли від парних, непарних і періодичних функцій 

Нехай функція 𝑓 (𝑥) неперервна на відрізку [−𝑎, 𝑎] , симетричному щодо 

точки 𝑥 =  0 . Тоді 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

−𝑎

𝑑𝑥 = {
2 ∫ 𝑓(𝑥)

𝑎

0

𝑑𝑥,

0,

якщо 𝑓 (𝑥) −  парна функція

якщо 𝑓 (𝑥) −  непарна функція
 

 Якщо 𝑓 (𝑥) - періодична функція періоду 𝑇 , то 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑎+𝑇

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑇

0

𝑑𝑥 

  



 Геометричне розуміння інтегрування частинами (keithmcnulty.org) 

Інтегрування частинами — це формула, яка використовується для 

інтегрування певних добутків функцій. Дано функцію 𝑢(𝑥) і похідну 𝑑𝑣/𝑑𝑥 

іншої функції 𝑣(𝑥), ми можемо використати цю формулу, щоб допомогти 

обчислити інтеграл від їх добутку: 

∫ 𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑢 ∙ 𝑣 − ∫ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 Уявімо, що у нас є функція 𝑓(𝑥), і ми хочемо інтегрувати цю функцію 

між значеннями 𝑥 =  𝑎 і 𝑥 =  𝑏. Для простоти давайте залишимо все в 

нашому першому квадранті декартового простору, тому 0 ≤  𝑎 <  𝑏. Давайте 

також припустимо, що для спрощення 𝑓(𝑥) ≥ 0 є додатною, безперервно 

зростаючою функцією, тому 𝑓′(𝑥)  ≥  0. Геометрично ми розуміємо, що коли 

ми виконуємо це інтегрування, ми обчислюємо площу під кривою 𝑓(𝑥) ) між 

𝑥 =  𝑎 і 𝑥 =  𝑏. Давайте подивимося на короткий малюнок: 

  

Тепер ми також можемо подумати про це інакше. Нехай ⍺ – значення 𝑓(𝑎), а 

𝛽 – значення 𝑓(𝑏). Тепер ми можемо намалювати наш малюнок таким чином і 

позначити в кількох різних областях: 

 

http://keithmcnulty.org/


Площа 𝐴 — це значення нашого інтеграла, і іншим способом його обчислення 

було б взяти площу великого прямокутника, а потім відняти площі 𝐵 і 𝐶. 

Фактично це саме те, що робить інтегрування частинами. Давайте 

подивимося, як. 

Давайте тривіально перепишемо наш інтеграл (область 𝐴) таким чином: 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥) ∙ 1 𝑑𝑥 

Тепер давайте візьмемо 𝑢 =  𝑓(𝑥) і 
𝑑𝑣

𝑑𝑥
 =  1, тоді використовуючи нашу 

формулу інтегрування частинами, ми отримаємо: 

∫ 𝑓(𝑥) ∙ 1
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = {
𝑑𝑢 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

𝑣 = 𝑥
} = 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)|𝑎

𝑏 − ∫ 𝑥 ∙ 𝑓′(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 

𝑏 ∙ 𝑓(𝑏) − 𝑎 ∙ 𝑓(𝑎) − ∫ 𝑥 ∙ 𝑓′(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝑏 ∙ 𝛽 − 𝑎 ∙ 𝛼 − ∫ 𝑥 ∙ 𝑓′(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

Ми бачимо, що 𝑏 ∙ 𝛽 — це площа великого прямокутника, а 𝑎 ∙ ⍺ — площа 𝐶. 

Тепер давайте подивимося на останній інтеграл. Ми також можемо записати 

𝑓’(𝑥)  =  𝑑𝑦/𝑑𝑥, так що 

∫ 𝑥 ∙ 𝑓′(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥 ∙
𝑑𝑦

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥
𝑏

𝑎

𝑑𝑦 = ∫ 𝑓−1(𝑦)
𝛽

𝛼

𝑑𝑦 

і тепер зрозуміло, що цей інтеграл еквівалентний площі 𝐵 на нашому 

малюнку. Таким чином, ми маємо інтерпретацію інтегрування частинами як 

геометрично непрямий спосіб обчислення площі під кривою шляхом 

віднімання різних сегментів прямокутника так, щоб область інтересу 

залишалася. 

 

 Зауваження: Також можно слідувати цій логіці у більших вимірах. 

Розглянемо інтеграл: 

2𝜋 ∫ 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

Цей інтеграл представляє об’єм «пончика», утвореного обертанням площі під 

нашою кривою 𝑓(𝑥) навколо осі 𝑦. Тепер, якщо ми використовуємо той самий 

метод інтегрування за частинами, з 𝑢 =  𝑓(𝑥) і 𝑑𝑣/𝑑𝑥 =  𝑥, ми можемо 



отримати наступне (використовуючи ідентичний підхід до попереднього 

випадку): 

2𝜋 ∫ 𝑥 ∙ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 2𝜋 {
1

2
𝑥2𝑓(𝑥)|𝑎

𝑏 −
1

2
∫ 𝑥2 ∙ 𝑓′(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥} = 

𝜋𝑏2𝑓(𝑏) − 𝜋𝑎2𝑓(𝑎) − 𝜋 ∫ [𝑓−1(𝑦)]2
𝑏

𝑎

𝑑𝑦 

Перший член представляє об’єм циліндра, утвореного обертанням великого 

прямокутника 𝑏 × 𝑓(𝑏) навколо осі 𝑦. Другий доданок представляє об’єм 

циліндра, утворений обертанням області 𝐶 - 𝑎 × 𝑓(𝑎) навколо осі 𝑦, а останній 

інтегральний член – це об’єм, утворений обертанням області 𝐵 навколо осі 𝑦. 

Знову ж таки, ми можемо розуміти інтегрування частинами як непрямий 

спосіб визначення об’єму фігури, що обертається, беручи об’єм циліндра та 

віднімаючи від нього сегменти. 


