
 Лекція 29 ОБЧИСЛЕННЯ ДОВЖИНИ ДУГИ 

 29.1 Обчислення довжини дуги в прямокутних координатах 

Нехай в прямокутних координатах задана плоска крива AB, рівняння якої 𝑦 =

 𝑓 (𝑥), де 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏. Застосуємо метод інтегральної суми для знаходження 

довжини дуги, 𝑙. Почнемо поділом дуги на частини точками з абсцисами:  

𝑎 = 𝑥0< 𝑥1<…< 𝑥𝑖−1< 𝑥𝑖<…< 𝑥𝑛 = 𝑏 

На наступному кроці поєднаємо точки (𝑥𝑖−1, 𝑓(𝑥𝑖−1)) та (𝑥𝑖 , 𝑓(𝑥𝑖)) відрізками, 

довжини яких позначимо через ∆𝑙𝑖, відповідно.  

 

В результаті виконання даного кроку, ми отримали ламану лінію, вписану в 

дугу AB. Довжина даної ламаної складається з довжин відрізків ∆𝑙𝑖, тобто: 

𝑙𝑛 = ∑ ∆𝑙𝑖
𝑛
𝑖=1   

Очевидно, що із зменшенням довжин відрізків ламаної 𝑙𝑛, вона за своєю 

формою наближатиметься до дуги AB,  

𝑙 ≈ 𝑙𝑛 = ∑ ∆𝑙𝑖
𝑛
𝑖=1   

Тому природно ввести наступне визначення: 

 Під довжиною дуги розуміється границя, до якої прямує довжина 

ламаної лінії, вписаної в цю дугу, коли число ланок необмежено зростає, 𝑛 →

∞, а довжина найбільшої ланки 𝜆 = max
𝑖=1,2…𝑛

{∆𝑙𝑖} прямує до нуля,  𝜆 → 0:  

𝑙 = lim
𝜆→0

𝑙𝑛 = lim
𝜆→0

∑ ∆𝑙𝑖

𝑛

𝑖=1

 



Розглянемо один з відрізків вписаної в неї ламаної [(𝑥𝑖−1, 𝑓(𝑥𝑖−1))(𝑥𝑖 , 𝑓(𝑥𝑖))] 

та  

 

скориставшись формулою обчислення відстані між двома точками на 

площині, знайдемо його довжину: 

∆𝑙𝑖 = √∆𝑥𝑖
2 + ∆𝑦𝑖

2 = √(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)2 + (𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1))
2
 

 На наступному кроці, застосувавши до різниці (𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)) 

формулу про скінченний приріст (теорема Лагранжа), а саме 

𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1) = 𝑓′(𝜉𝑖) ∙ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1), 

де  𝑥𝑖−1 ≤ 𝜉𝑖 ≤ 𝑥𝑖, останною рівність перепишемо в наступному вигляді: 

∆𝑙𝑖 = √(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)2 + (𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1))
2

= √1 + [𝑓′(𝜉𝑖)]2 ∙ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

= √1 + [𝑓′(𝜉𝑖)]2 ∙ ∆𝑥𝑖 

Відтак, точне значення довжини дуги отримаємо за формулою : 

𝑙 = lim
𝜆→0

∑ √1 + [𝑓′(𝜉𝑖)]2 ∙ ∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 Побудована формула відповідає означенню визначеного інтегралу від 

виразу √1 + [𝑓′(𝑥)]2 який задано на відрізку [𝑎, 𝑏].  

Таким чином, якщо функція 𝑓(𝑥) має на відрізку [𝑎, 𝑏] неперервну 

похідну, то довжина дуги існує, причому скінченна, і обчислюється за 

формулою: 

  𝑙 = ∫ √1 + [𝑓′(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 (1) 



У разі, якщо криву задано рівнянням 𝑥 = 𝑔 (𝑦), де 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑 та функція 𝑔(𝑦) 

має на відрізку [𝑐, 𝑑] неперервну похідну, то довжина дуги обчислюється за 

формулою: 

  𝑙 = ∫ √1 + [𝑔′(𝑦)]2𝑑𝑦
𝑑

𝑐
 (2) 

Тут довжина елемнарного відрізку 

ламаної знаходиться за формулою 

∆𝑙𝑖 = √1 + (
𝛥𝑥𝑖

𝛥𝑦𝑖
)

2
𝛥𝑦𝑖 = √1 + [𝑔′(𝜁𝑖)]2∆𝑦𝑖 

  

𝑙 = lim
𝜆→0

∑ √1 + [𝑔′(𝜁𝑖)]2 ∙ ∆𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1   

 

 

Приклад 2. Обчислити довжину дуги лінії 𝑓(𝑥) = 2𝑥3/2 на відрізку 𝑥 ∈ [0; 1] 

 Знайдемо 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥1/2,  [𝑓′(𝑥)]2 = 9𝑥. 

Отже 

𝑙 = ∫ √1 + [𝑓′(𝑥)]2
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = ∫ √1 + 9𝑥

1

0
𝑑𝑥 =

1

9
∫ 9√(1 + 9𝑥)

1

0
𝑑𝑥 =

  

=
1

9
∫ √𝑢

10

1
𝑑𝑢 =

1

9
⋅

2

3
𝑢3/2 ∣1

10=
2

27
[10√10 − 1] ≈ 2.268  

 

  29.2 Обчислення довжини дуги яка задана параметричними рівняннями 

 Нехай гладка крива 𝑦 =  𝑓 (𝑥),  задана параметричними рівняннями:  



{
𝑥 = 𝑥(𝑡)
𝑦 = 𝑦(𝑡)

 

де параметр 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽, a функції 𝑥(𝑡) і 𝑦(𝑡) - неперервно-диференційовані 

функції на відрізку [𝛼, 𝛽], причому 𝑥(𝑡) ≠ 0.  

 В інтегралі (1) застосуємо підстановку для 𝑥 та 𝑦 через 𝑡. З урахуванням 

𝑓′(𝑥) =
𝑦𝑡

′

𝑥𝑡
′ та 𝑑𝑥 = 𝑥𝑡

′𝑑𝑡 

отримаємо формулу для обчислення довжина дуги: 

  𝑙 = ∫ √1 + [
𝑦𝑡

′

𝑥𝑡
′  ]

2

𝑥𝑡
′𝑑𝑡

𝛽

𝛼
= ∫ √(𝑥𝑡

′)2 + (𝑦𝑡
′)2𝑑𝑡

𝛽

𝛼
 (3) 

Приклад 3. Обчислити довжину дуги астроїди {
𝑥 = 𝑎 cos3 𝑡
𝑦 = 𝑎 sin3 𝑡

. Тут параметр 

0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

 

 



 29.3 Обчислення довжини дуги яка задана в полярних координатах 

Нехай гладка крива задана в полярних координатах рівнянням  

𝜌 = 𝜌(𝜑), де 𝛼 ≤ 𝜑 ≤ 𝛽 

Причому функція 𝜌(𝜑) і її похідна 𝜌′(𝜑) неперервні на відрізку [𝛼, 𝛽]. 

Скористаємося формулами переходу від полярних координат до декартових: 

{
𝑥 = 𝜌 cos 𝜑
𝑦 = 𝜌 sin 𝜑  

Враховуючи, що полярний радіус 𝜌 = 𝜌(𝜑), отримаємо рівняння цієї кривої в 

параметричному вигляді, де за параметр приймаємо полярний кут 𝜑, як 

{
𝑥 = 𝜌(𝜑) cos 𝜑

𝑦 = 𝜌(𝜑) sin 𝜑
 

Оскільки, похідні за параметром: 

{
𝑥𝜑

′ = 𝜌′ cos 𝜑 − 𝜌 sin 𝜑

𝑦𝜑
′ = 𝜌′ sin 𝜑 + 𝜌 cos 𝜑

 

Тоді за формулою (3) довжина дуги обчислюєтья як наступна: 

𝑙 = ∫ √(𝑥𝜑
′ )

2
+ (𝑦𝜑

′ )2𝑑𝜑
𝛽

𝛼

= 

∫ √(𝜌′ cos 𝜑 − 𝜌 sin 𝜑)2 + (𝜌′ sin 𝜑 + 𝜌 cos 𝜑)2𝑑𝜑
𝛽

𝛼
=

∫ √(𝜌(𝜑))2 + (𝜌′(𝜑))2𝑑𝜑
𝛽

𝛼
  

  𝑙 = ∫ √(𝜌(𝜑))2 + (𝜌′(𝜑))2𝑑𝜑
𝛽

𝛼
 (4) 

Приклад 4. Обчислити довжину дуги 𝜌=4 sin3 𝜑

3
 

Це кардіоїда  має вигляд, зображений на рис. , де 0 ≤ 𝜑 ≤ 3𝜋. Вона 

симетрична відносно осі перпендікулярної до полярної.  

 



 

 
 

  



 Лекція 30 ОБЧИСЛЕННЯ ОБ'ЄМУ ТІЛА 

 30.1 Обчислення об'єму тіла за відомим поперековим перерізом 

 Припустимо, маємо просторове тіло, яке витягнуте вздовж осі  𝑂𝑥, так 

що проектуючи тіло на вісь 𝑂𝑥, отримаємо відрізок  [𝑎, 𝑏] (Рис.).  

 Припустимо, що площа будь-якого перетину цього тіла площиною, яка 

перпендикулярна осі 𝑂𝑥 – відома. Площа кожного означеного поперекового 

перерізу буде залежати від розташування площини перетину на відрізоку 

[𝑎,𝑏], тобто буде відомою функцією 𝑆(𝑥). Тоді 𝑥 = 𝑎 та 𝑥 = 𝑏 – абсциси, що 

відповідають крайнім перетинам тіла.  

 

 Розіб’ємо відрізок [𝑎, 𝑏]  на 𝑛 частин точками 

𝑎 = 𝑥0< 𝑥1<…< 𝑥𝑖−1< 𝑥𝑖<…< 𝑥𝑛 = 𝑏 

і через точки поділу проведемо площини, перпендикулярні вісі 𝑂𝑥. Ці 

площини розіб’ють тіло на 𝑛 прошарків.  

 Позначимо об’єм прошарку, розташованого між площинами, 

проведеними через точки 𝑥𝑖−1 та 𝑥𝑖 через ∆𝑣𝑖, 𝑖 = 1, … , 𝑛.  

Тоді  

𝑉 ≈ ∑ ∆𝑣𝑖
𝑛
𝑖=1   

 Розглянемо один з прошарків, утворений перетинами з абсцисами 𝑥𝑖−1 та 

𝑥𝑖 (Рис.). Його об’єм ∆𝑣𝑖 наближено дорівнює об’єму прямого циліндра, 

висота якого відповідає довжині відрізка [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] або ∆𝑥𝑖, а основа збігається 

з поперековим перерізом тіла, що відповідає будь-якій абсцисі 𝑐𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] і 

відповідно має площину 𝑆(𝑐𝑖).  

 Об’єм такого циліндра: 



∆𝑣𝑖 = 𝑆(𝑐𝑖) ∙ ∆𝑥𝑖 

Tому для обчислення об’єму цілого тіла отримаємо наступну наближену 

рівність: 

𝑉 ≈ ∑ 𝑆(𝑐𝑖) ∙ ∆𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1   

Точність цієї наближеної рівності збільшиться зі зменшенням кроку розбиття 

𝜆 відрізку [𝑎;  𝑏], тобто 𝑛 → ∞. Відтак, точне значення об’єму отримаємо, 

наближаючи крок розбиття до нуля. Отже, 

𝑉 = lim
𝜆→0

∑ 𝑆(𝑐𝑖) ∙ ∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Сума ∑ 𝑆(𝑐𝑖) ∙ ∆𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1  є інтегральною сумою для функції 𝑆(𝑥). Tому для 

обчислення об’єму тіла маємо:  

  𝑉 = ∫ 𝑆(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 (1) 

де 𝑆(𝑥) – площа поперекового перетину; 𝑎 та 𝑏 – абсциси крайніх точок 

перетину тіла. 

 

 



 

 

 Звернімо увагу на те, що формула (1) є дійсною у випадку тіла, об’єм 

якого треба обчислити, що витягнуте вздовж вісі Ох. Якщо тіло має інший 

геометричний вигляд - витягнуте вздовж вісі іншої ніж вісь Ох, формула для 

обчислення об'єму повинна містити вирази для площ поперечних перерізів, 

які повинні бути функціями координат відповідної осі. 

 Наприклад, знайти об'єм твердого тіла, обмеженого еліптичним 

параболоїдом та площиною 𝑧 = 1. Маємо 

загальну формулу: 

𝑉 = ∫ 𝑆(𝑧)
𝑏

𝑎

𝑑𝑧 

Розгляньте довільний плоский переріз, 

перпендикулярний до вісі 𝑂𝑧 в точці, де 0 ≤

𝑧 ≤ 1. Переріз є еліпсом, що визначається 

рівнянням:   

𝑧 =
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
, ⇒

𝑥2

(𝑎√𝑧)2
+

𝑦2

(𝑏√𝑧)2
= 1. 

Тобто 

𝑆(𝑧) = 𝜋 ⋅ (𝑎√𝑧) ⋅ (𝑏√𝑧) = 𝜋𝑎𝑏𝑧. 

Остаточно, 

𝑉 = ∫ 𝑆(𝑧)𝑑𝑧

1

0

= ∫ 𝜋𝑎𝑏𝑧𝑑𝑧

1

0

= 𝜋𝑎𝑏 ∫ 𝑧𝑑𝑧

1

0

= 𝜋𝑎𝑏 ⋅
𝑧2

2
|0
1 =

𝜋𝑎𝑏

2
. 

 

𝑆 



 30.2 Обчислення об'єму тіла обертання 

 Розглянемо просторове тіло, отримане в результаті обертання 

криволінійної трапеції навколо осі О𝑥. Нехай основою цієї трапеції є відрізок 

[𝑎; 𝑏], розташований на осі 𝑂𝑥, і вона обмежена графіком неперервної й 

невід’ємної функції y = 𝑓(𝑥).  

 

У цьому випадку в будь-якому перетині тіла який проведено площиною, 

перпендикулярною до О𝑥 буде коло, радіус якого співпадає зі значенням 

функції 𝑓(𝑥) у даній конкретній точці 𝑥. Тому площа перерізу 𝑆(𝑥) буде 

дорівнювати:  

𝑆(𝑥) = 𝜋𝑦2 =  𝜋𝑓2(𝑥) 

Якщо підставити цей вираз у формулу (1) для обчислення об’єму тіла з 

відомими площами поперекових перетинів, наведену вище, то отримаємо: 

  𝑉𝑂𝑥 = 𝜋 ∫ 𝑦2𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝜋 ∫ 𝑓2(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 (2) 

 Об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі О𝑥 фігури, обмеженої 

кривими 𝑦1 = 𝑓1(𝑥) і 𝑦2 = 𝑓2(𝑥) у випадку, якщо 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑓2(𝑥), і прямими 𝑥 =

𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑎 < 𝑏, дорівнює різниці об’ємів, отриманих від обертання навколо 

осі О𝑥 криволінійних трапецій, обмежених лініями 𝑦1 = 𝑓1(𝑥) і 𝑦2 = 𝑓2(𝑥): 

  𝑉𝑂𝑥 = 𝜋 ∫ (𝑦2
2 − 𝑦1

2)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝜋 ∫ (𝑓2

2(𝑥) − 𝑓1
2(𝑥))

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 (3) 

 

Приклад 1. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох 

фігури, обмеженої лінією 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)2 + 1 та 𝑥 = −1 і 𝑥 = 3 

 

y 

x 



 

𝑉 = ∫ 𝜋
𝑏

𝑎

[𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥 = 

𝜋 ∫ [(𝑥 − 1)2 + 1]2
3

−1

𝑑𝑥 = 

𝜋 ∫ [(𝑥 − 1)4 + 2(𝑥 − 1)2 + 1]
3

−1

𝑑𝑥 = 

𝜋 [
1

5
(𝑥 − 1)5 +

2

3
(𝑥 − 1)2 + 𝑥] |

−1

3

= 

𝜋[(
32

5
+

16

3
+ 3) − (−

32

5
−

16

3
− 1)] = 

412𝜋

15
 

 

Приклад 2. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох 

фігури, обмеженої лініями 𝑓1(𝑥) = √𝑥 і 𝑓2(𝑥) =1 та 𝑥 = 1 і 𝑥 = 4 

 

𝑉 = 𝜋 ∫ [(√𝑥)2 − (1)2]
4

1

𝑑𝑥 = ∫ 𝜋
4
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(𝑥 − 1)𝑑𝑥 = 𝜋 [
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 30.3 Обчислення об'єму тіла обертання навколо осі О𝑦 

 Розглянемо просторове тіло, отримане в результаті обертання 

криволінійної трапеції навколо осі О𝑦. Нехай основою цієї трапеції є відрізок 

[𝑎; 𝑏], розташований на осі 𝑂𝑥, і вона обмежена графіком неперервної й 

невід’ємної функції y = 𝑓(𝑥). 



                  

Тоді об’єм такого елемeнтарного циліндру 

𝑣𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖
∗)(𝜋𝑥𝑖

2 − 𝜋𝑥𝑖−1
2 ) = 𝜋𝑓(𝑥𝑖

∗)(𝑥𝑖
2 − 𝑥𝑖−1

2 ) 

= 𝜋𝑓(𝑥𝑖
∗)(𝑥𝑖 + 𝑥𝑖−1)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) = 2𝜋𝑓(𝑥𝑖

∗)(
𝑥𝑖 + 𝑥𝑖−1

2
)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1). 

Тут 𝑥𝑖
∗ =

𝑥𝑖+𝑥𝑖−1

2
 - середня точка відрізку [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. Тоді 

𝑣𝑖 ≈ 2𝜋𝑓(𝑥𝑖
∗)𝑥𝑖

∗𝛥𝑥 

Отже 

𝑉𝑂𝑦 ≈ ∑ (2𝜋𝑥𝑖
∗𝑓(𝑥𝑖

∗)
𝑛

𝑖=1
𝛥𝑥)  

Відтак, точне значення об’єму отримаємо: 

  𝑉𝑂𝑦 = 𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

∑ (2𝜋𝑥𝑖
∗𝑓(𝑥𝑖

∗)
𝑛

𝑖=1
𝛥𝑥) = 2𝜋 ∫ (𝑥𝑓(𝑥))

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 (4) 

Приклад 3. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі О𝑦 

фігури, обмеженої лінією 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 на відрізку 𝑥 ∈ [1; 3] 

 

𝑉 = ∫ (2𝜋𝑥𝑓(𝑥))
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ (2𝜋𝑥 (
1

𝑥
))
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1

𝑑𝑥 = ∫ 2𝜋
3

1

𝑑𝑥 = 2𝜋𝑥|1
3 = 4𝜋 

 У разі обертання плоскої фігури навколо осі 𝑂𝑦 з обмеженням її двома 



заданими кривими 𝑦1 = 𝑓1(𝑥) і 𝑦2 = 𝑓2(𝑥) у випадку, якщо 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑓2(𝑥), і 

прямими 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏, 𝑎 < 𝑏 , маємо наступну формулу для обчислення 

об’єму: 

  𝑉𝑂𝑦 = 2𝜋 ∫ 𝑥(𝑓2(𝑥) − 𝑓1(𝑥)) 
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 (5) 

 Якщо трапеція обертається навколо осі 𝑂𝑦, тобто задана функція 𝑥 =

𝑓 (𝑦) на відрізку 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑].  У цьому випадку об’єм тіла буде дорівнювати:  

  𝑉𝑜𝑦 = 𝜋 ∫ [𝑓(𝑦)]2𝑑

𝑐
𝑑𝑦 (6) 

 У разі обертання плоскої фігури навколо осі 𝑂𝑦 з обмеженням її двома 

заданими кривими 𝑥1 = 𝑓1(𝑦) і 𝑥2 = 𝑓2(𝑦) у випадку, якщо 𝑓1(𝑦) ≤ 𝑓2(𝑦), і 

прямими 𝑦 = 𝑐, 𝑦 = 𝑑, 𝑐 < 𝑑 , маємо наступну формулу для обчислення 

об’єму: 

  𝑉𝑂𝑦 = 𝜋 ∫ (𝑓2
2(𝑦) − 𝑓1

2(𝑦))
𝑑

𝑐
𝑑𝑦 (7) 

 

Приклад 4. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Оy 

фігури, обмеженої лінією 𝑔(𝑦) = √4 − 𝑦 та 𝑦 = 0 і 𝑦 = 4 

 

 

𝑉𝑂𝑦 = ∫ 𝜋
4

0

[√4 − 𝑦]
2

𝑑𝑦 = 𝜋 ∫ (4 − 𝑦)
4

0

𝑑𝑦 = 𝜋 [4𝑦 −
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2
]|

0

4

= 8𝜋. 

 


