
 Лекція 31 ПЛОЩА ПОВЕРХНІ ОБЕРТАННЯ 

 31.1 Обчислення площі поверхні обертання навколо осі Ox. 

 31.1.1 Лінії, що задана в прямокутних координатах функцією 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

Нехай крива є графіком функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) ≥ 0, де 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], а функція 𝑦 =

𝑓(𝑥) і її похідна 𝑓′(𝑥) неперервні на цьому відрізку (така функція називається 

гладкою функцією). 

 Знайдемо площу  поверхні, утвореної обертанням кривої навколо осі 𝑂𝑥. 

 

Застосуємо схему методу суми, так як це робили раніше для виведення 

формули довжини дуги. 

 Почнемо з поділу дуги точками  з абсцисами  

𝑎 = 𝑥0< 𝑥1<…< 𝑥𝑖−1< 𝑥𝑖<…< 𝑥𝑛 = 𝑏 

на  частин.  

 На наступному кроці поєднаємо точки (𝑥𝑖−1, 𝑓(𝑥𝑖−1)) та (𝑥𝑖 , 𝑓(𝑥𝑖)) 

відрізками, довжини яких позначимо через ∆𝑙𝑖, відповідно. В результаті 

виконання даного кроку, ми отримали ламану лінію, вписану в дугу.  

   

 Далі, обертаємо відрізки ліній навколо осі 𝑂𝑥 для створення наближенoї 

поверхні обертання, як показано на рис., де кожен сегмент лінії що 



обертається навколо осі 𝑂𝑥, створює смугу. Ці смуги насправді є шматочками 

конусів (рис.). Тепер використаємо формулу для обчислення площі поверхні 

кожної смуги, утвореної обертанням відрізків лінії навколо осі 𝑂𝑥 

∆𝑆𝑖 = 𝜋(𝑟1 + 𝑟2)𝑙 = 𝜋(𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖))√(𝛥𝑥𝑖)
2 + (𝛥𝑦𝑖)

2 

= 𝜋(𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖))𝛥𝑥𝑖√1 + (
𝛥𝑦𝑖
𝛥𝑥𝑖

)
2

 

На наступному кроці, застосувавши до різниці (𝛥𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)) 

формулу про скінченний приріст (теорема Лагранжа), а саме 

𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1) = 𝑓′(𝜉𝑖) ∙ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) = 𝑓′(𝜉𝑖) ∙ 𝛥𝑥𝑖  

де  𝑥𝑖−1 ≤ 𝜉𝑖 ≤ 𝑥𝑖.  

Тоді останною рівність перепишемо в наступному вигляді: 

∆𝑆𝑖 = 𝜋(𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓(𝑥𝑖))𝛥𝑥𝑖√1 + (𝑓′(𝜉𝑖))
2 

де  𝜉𝑖 така  що 𝑓(𝜉𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖−1)+𝑓(𝑥𝑖)

2
,  

Звідки 

∆𝑆𝑖 = 2𝜋𝑓(𝜉𝑖)√1 + (𝑓′(𝜉𝑖))
2𝛥𝑥𝑖 

Отже приблизна площа поверхні всієї поверхні обертання задається 

𝑆 ≈ ∑ 2𝜋𝑓(𝜉𝑖)√1 + (𝑓′(𝜉𝑖))
2𝛥𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1
  

Відтак, точне значення довжини дуги отримаємо за формулою: 

𝑆 = 𝑙𝑖𝑚
𝜆→0

∑2𝜋𝑓(𝜉𝑖)√1 + (𝑓′(𝜉𝑖))
2𝛥𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 2𝜋∫ (𝑓(𝑥)√1 + (𝑓′(𝑥))2)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

Таким чином, якщо графік функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) ≥ 0, де 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], де функція 

𝑓(𝑥) гладка на цьому відрізку, обертанням навколо осі 𝑂𝑥 утворює поверхню, 

то площа такої поверхні обертання знаходиться за формулою: 

  𝑆 = 2𝜋 ∫ (𝑓(𝑥)√1 + (𝑓′(𝑥))2)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 (1) 

 31.1.2 Лінії, що задана в прямокутних координатах функцією 𝑥 = 𝑔(𝑦) 

 У разі, якщо невід'ємна гладка функція задана рівнянням відно змінної 𝑦, 

тобто 𝑥 = 𝑔 (𝑦) і є заданою на інтервалі [𝑐, 𝑑] та функція 𝑔 (𝑦) має на цьому 



відрізку неперервну похідну, обертається 

відносно осі 𝑂𝑥, то площа поверхні обертання, 

що утворена обертанням графіка 𝑥 = 𝑔(𝑦) 

навколо осі 𝑂𝑥  обчислюється за формулою:  

 

 

 

 

 

 

 

  S = 2𝜋 ∫ (𝑔(𝑦)√1 + (𝑔′(𝑦))2
𝑑

𝑐
𝑑𝑦  (2)  

Приклад 5. Обчислити площу поверхні обертання дуги лінії 𝑓(𝑥) = √𝑥 яка 

задана на відрізку 𝑥 ∈ [1; 4]  

 

Знаходемо, 

𝑓′(𝑥) = 1/(2√𝑥)  (𝑓′(𝑥))2 = 1/(4𝑥). 

Тоді за формулою: 

𝑆 = ∫ 2𝜋√𝑥
4

1

(√1 +
1

4𝑥
)𝑑𝑥 = ∫ 2𝜋

4

1

√𝑥 +
1

4
𝑑𝑥 = ∫ 2𝜋√(𝑥 + 1/4)

1

0

𝑑𝑥 = 

∫ 2𝜋√𝑢
17 4⁄

5 4⁄

𝑑𝑢 = 2𝜋 [
2

3
𝑢
3
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4
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6
[17√17 − 5√5] ≈ 30.846 

 



 31.1.3 Лінії, що задана параметричними рівняннями 

Якщо кривa, яка визначена 

параметричними рівняннями 

𝑥 =  𝑥 (𝑡), 𝑦 =  𝑦 (𝑡), 

де 𝑡 в межах деякого інтервалу [𝛼,  𝛽], 

обертається навколо осі 𝑂𝑥, тоді площа 

поверхні обертання задається 

наступною формулою (за умови, що 

𝑦 (𝑡) не є від’ємною): 

 

 

 

  𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑦(𝑡)√[𝑥′(𝑡)]2 + [𝑦′(𝑡)]2𝑑𝑡
𝛽

𝛼
 (3) 

Приклад 6. Обчислити площу поверхні обертання однієї арки дуги лінії 

циклоїди навколо осі 𝑂𝑥 : 
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 31.3 Лінії, що задана полярним рівнянням 

Якщо крива, яка визначена полярним рівнянням 



𝑟 = 𝑟 (𝜃) 

де 𝜃 в межах деякого інтервалу [𝛼,  𝛽], 

обертається навколо осі 𝑂𝑥 (полярної осі), тоді 

площа поверхні обертання задається наступною 

формулою (за умови, що 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 не є 

від’ємним): 

 

 

 

 

 

  𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑟(𝜃)si n 𝜃 √[𝑟(𝜃)]2 + [𝑟′(𝜃)]2𝑑𝜃
𝛽

𝛼
 (4) 

 

Приклад 6. Обчислити площу поверхні обертання лемніскати Бернуллі 

навколо осі 𝑂𝑥 : 𝑟2 = 𝑎2cos⁡2𝜃 

 Завдяки симетрії ми можемо 

інтегрувати від 0 до 
𝜋

4
 розглядаючи 

криву в першому квадранті, а потім 

помножити результат на 2. Отже 

 

 

 

 

𝑆 = 4𝜋 ∫ 𝑟(𝜃)sin⁡𝜃√[𝑟(𝜃)]2 + [𝑟′(𝜃)]2
𝜋

4

0
𝑑𝜃,⁡ де 

𝑟′(𝜃) = (𝑎√cos⁡2𝜃)′ =
𝑎

2√cos⁡2𝜃
⋅ (−sin⁡2𝜃) ⋅ 2 = −

𝑎sin⁡2𝜃

√cos⁡2𝜃
. 

Звідки 

[𝑟′(𝜃)]2 = [−
𝑎sin⁡2𝜃

√cos⁡2𝜃
]2 =

𝑎2(sin⁡2𝜃)2

cos⁡2𝜃
 та  

√[𝑟(𝜃)]2 + [𝑟′(𝜃)]2 = √𝑎2cos⁡2𝜃 +
𝑎2(sin⁡2𝜃)2

cos⁡2𝜃
= 𝑎√

(cos⁡2𝜃)2+(sin⁡2𝜃)2

cos⁡2𝜃
=

𝑎

√cos⁡2𝜃
.  



Тоді 

𝑆 = 4𝜋∫ (𝑎√cos⁡2𝜃sin⁡𝜃 ⋅
𝑎

√cos⁡2𝜃
)𝑑𝜃

𝜋

4

0

= 4𝜋𝑎2∫
√cos⁡2𝜃sin⁡𝜃

√cos⁡2𝜃
𝑑𝜃

𝜋

4

0

  

= 4𝜋𝑎2∫ sin⁡𝜃𝑑𝜃

𝜋
4

0

= 4𝜋𝑎2(−cos⁡𝜃)|0

𝜋
4 = 4𝜋𝑎2(−

√2

2
+ 1) = 2𝜋𝑎2(2 − √2). 

 

 31.2 Обчислення площі поверхні обертання лінії що обертається навколо 

осі О𝑦 

 

31.2.1 Якщо крива 𝑦 =  𝑓 (𝑥), 𝑎 ≤

𝑥 ≤ 𝑏 обертається навколо осі 𝑂𝑦, 

тоді площа поверхні обертання 

задається наступною формулою: 

 

  𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑥√1 + [𝑓′(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 (5) 

 

31.2.2 Якщо крива 𝑥 =  𝑔 (𝑦), 𝑐 ≤

𝑦 ≤ 𝑑 обертається навколо осі 𝑂𝑦, 

тоді площа поверхні обертання 

задається наступною формулою: 

 

  𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑔(𝑦)√1 + [𝑔′(𝑦)]2𝑑𝑦
𝑑

𝑐
 (6) 

 



 

31.2.3 Якщо кривa, яка визначена 

параметричними рівняннями 𝑥 =

 𝑥 (𝑡), 𝑦 =  𝑦 (𝑡), з 𝑡 в межах деякого 

інтервалу [𝛼,  𝛽], обертати навколо 

осі 𝑂𝑦, тоді площа поверхні 

задається наступною формулою (за 

умови, що 𝑥 (𝑡) ніколи не є 

від’ємним): 

  𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑥(𝑡)√[𝑥′(𝑡)]2 + [𝑦′(𝑡)]2𝑑𝑡
𝛽

𝛼
 (7) 

 

31.2.4 Якщо крива, яка визначена 

полярним рівнянням 𝑟 = 𝑟 (𝜃), з 𝜃 в 

межах деякого інтервалу [𝛼,  𝛽], 

обертати навколо осі О𝑦 , тоді площа 

отриманої поверхні задається 

наступною формулою (за умови, що 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠⁡𝜃 ніколи не є від’ємним): 

  𝑆 = 2𝜋 ∫ 𝑟 (𝜃) cos 𝜃 √[𝑟(𝜃)]2 + [𝑟′(𝜃)]2𝑑𝜃
𝛽

𝛼
 (8) 


