
 Лекція 32. НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ 

 При впровадженні поняття визначеного інтеграла передбачалося, що виконуються 

умови: 1) межі інтегрування 𝑎 і 𝑏 є скінченними; 2) підінтегральна функція 𝑓(𝑥) 

обмежена на відрізку [𝑎, 𝑏].  

 Однак, на практиці виникають завдання, які при формальному їх вирішенні 

призводять до інтегралів, подібних до визначених, але при цьому порушуються умови 

безперервності функцій чи скінченності інтервалів інтегрування. У цих випадках 

розглядаються такі поняття як невласні інтеграли. При цьому, якщо порушена тільки 

умова 1, то говорять про невласний інтеграл першого роду (або інтеграл з нескінченними 

межами інтегрування). Якщо порушена тільки умова 2, тобто підінтегральна функція має 

нескінченний розрив на відрізку інтегрування, то говорять про невласний інтеграл 

другого роду (або інтеграл від необмеженої підінтегральної функції). 

 32.1 Невласні інтеграли з нескінченними межами інтегрування (першого 

роду). 

 До невласних інтегралів першого роду відносяться інтеграли з 

нескінченними однією або двома межами інтегрування. 

 Нехай функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) неперервна на проміжку [𝑎, +∞).  

 

Якщо існує скінчена границя 

lim
𝑏→+∞

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

то її називають невласним інтегралом першого роду і позначають 

∫ 𝑓(𝑥)
+∞

𝑎

𝑑𝑥 

 Таким чином, по означенню невласний інтеграл першого роду це 

  ∫ 𝑓(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥 = lim

𝑏→+∞
∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 (1) 



Якщо границя існує, то говорять, що невласний інтеграл збіжний. Якщо ж 

вказана границя не існує або вона нескінченна, то говорять, що інтеграл 

розбіжний. 

 Аналогічно визначається невласний інтеграл на проміжку (−∞; 𝑏]: 

  ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

−∞
𝑑𝑥 = lim

𝑎→−∞
∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 (2) 

 Невласний інтеграл з двома нескінченними межами визначається за 

формулою  

  ∫ 𝑓(𝑥)
+∞

−∞
𝑑𝑥 = lim

𝑐→+∞
∫ 𝑓(𝑥)

𝑐

𝑎
𝑑𝑥 + lim

𝑐→−∞
∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑐
𝑑𝑥 (3) 

де  c — довільне число. В цьому випадку інтеграл зліва збіжний лише тоді, 

коли збіжні обидва інтеграли справа.  

 Геометрично якщо неперервна функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) ≥ 0 на проміжку 

[𝑎, +∞) і інтеграл ∫ 𝑓(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥, то то він 

виражає площу нескінченно довгої 

криволінійної трапеції  (рис.) 

 

 

 

 

 Приклади обчислення невласних інтегралів або встановлення їх 

розбіжності: 

Приклад 1. dxex x






0

 

Скористаємося визначенням невласного інтеграла з нескінченним нижньою 

межею інтегрування і далі формулою інтегрування частинами 
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Приклад 2. 



 942 xx

dx
 

Скористаємося визначенням невласного інтеграла з нескінченними межами 

інтегрування. Вважаємо 𝑐 = −2 
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 Обчислити невласний інтеграл 

∫
𝑑𝑥

𝑥𝛼

+∞

𝑎

 

1) Якщо 𝛼 ≠ 1, то 

∫
𝑑𝑥

𝑥𝛼

+∞

𝑎

= lim
𝐵→+∞

𝑥−𝛼+1

1 − 𝛼
|

𝑎

𝐵

= lim
𝐵→+∞

𝐵−𝛼+1

1 − 𝛼
−

𝑎−𝛼+1

1 − 𝛼
= {−

𝑎−𝛼+1

1 − 𝛼
𝛼 > 1

+∞ 𝛼 < 1

 

2) Якщо 𝛼 = 1, то 

∫
𝑑𝑥

𝑥

+∞

𝑎

= lim
𝐵→+∞

ln 𝑥|
𝑎

𝐵
= lim

𝐵→+∞
(ln 𝐵 − ln 𝑎) = +∞ 

Таким чином,  

  ∫
𝑑𝑥

𝑥𝛼

+∞

𝑎
= {

збігається (< ∞) 𝛼 > 1
розбігається (→ ∞) 𝛼 ≤ 1

 (4) 

Аналогічно, 

  ∫
𝑑𝑥

𝑥𝛼

𝑏

−∞
= {

збігається (< ∞) 𝛼 > 1
розбігається (→ ∞) 𝛼 ≤ 1

 (5) 



 32.2 Ознаки порівняння невласних інтегралів 

В деяких задачах немає необхідності обчислювати інтеграл; достатньо лише 

знати, чи збіжний він чи ні. 

Наведемо деякі ознаки збіжності. 

Теорема 1. Нехай функція 𝑓(𝑥) неперервна на [𝑎, +∞). Тоді, для будь-якого 

𝑎 > 𝑏 невласні інтеграли ∫ 𝑓(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥  та ∫ 𝑓(𝑥)

+∞

𝑏
𝑑𝑥  поводяться однаково 

по відношенню до збіжності, тобто є або збіжними, або розбіжними 

одночасно. 

 
Теорема 2 (перша ознака порівняння). Якщо на проміжку [𝑎, +∞) неперервні 

функції 𝑓(𝑥) і  𝜑(𝑥) задовольняють умові  0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝜑(𝑥), ∀𝑥 ∈ [𝑎, +∞)  то 

1. зі збіжності інтегралу ∫ 𝜑(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥 випливає збіжність інтегралу 

∫ 𝑓(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥,  

2. з розбіжності інтегралу ∫ 𝑓(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥 випливає розбіжність інтегралу 

∫ 𝜑(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥.  

 



 

Теорема 3 (друга або гранична ознака порівняння). Для неперевних на 

[𝑎, +∞), таких що 𝑓(𝑥) > 0 та 𝜑(𝑥) > 0, якщо існує границя lim
𝑏→+∞

𝑓(𝑥)

𝜑(𝑥)
= 𝑘 ≠

0, 0 < 𝑘 < ∞, то інтеграли ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
 і ∫ 𝜑(𝑥)

+∞

𝑎
𝑑𝑥 одночасно обидва або 

збіжні, або а розбіжні (тобто поводяться однаково в значенні збіжності).  

 

 

 



 Наслідки: 

а) Якщо 𝑘 = 0, то із збіжності ∫ 𝜑(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥 випливає збіжність  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

𝑎
; 

б) Якщо 𝑘 → +∞, то із розбіжності ∫ 𝜑(𝑥)
+∞

𝑎
𝑑𝑥 випливає розбіжність 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
. 

 

 Зауваження 1. Найчастіше при дослідженні інтегралів першого роду для 

порівняння використовують інтеграл ∫
𝑑𝑥

𝑥𝛼

+∞

𝑎
 

∫
𝑑𝑥

𝑥𝛼

+∞

𝑎

= {
збігається 𝛼 > 1

розбігається 𝛼 ≤ 1
 

 Зауваження 2. Всі теореми та означення що сформульовні для функції 

𝑓(𝑥) неперервної на [𝑎; +∞) є аналогичними для функції 𝑓(𝑥) неперервної на 

(−∞, 𝑏] або функції 𝑓(𝑥) неперервної на (−∞, +∞). 

 Приклад 3. Дослідити на збіжність невласного інтегралу 


1
42 )3(x

xdx
 

Проведемо порівняльний аналіз підінтегральної функції при 𝑥 → +∞: 

34842

1

)3( xx

x

x

x

x

x



 )1(  x  

Але ∫
𝑑𝑥

𝑥3

+∞

1
  збігається, тому що 𝛼 = 3. Отже, за ознакою порівняння 

збігається і даний інтеграл. 

 Приклад 4. Дослідити на збіжність невласного інтегралу ∫ ln
𝑥2+1

𝑥4−2

+∞

1
𝑑𝑥 

Проведемо порівняльний аналіз підінтегральної функції з  ln
1

𝑥2 , інтеграл з 

якою  ∫ ln
1

𝑥2 𝑑𝑥
+∞

1
 збігається за теоремою 2 так як ln

1

𝑥2 <
1

𝑥2, тоді 

lim
𝑥→∞

ln
𝑥2 + 1
𝑥4 − 2

ln
1

𝑥2

= lim
𝑥→∞

ln(𝑥2 + 1) − ln(𝑥4 − 2)

−ln 𝑥2
= − lim

𝑥→∞

1
1 + 𝑥2

1
𝑥2

+ lim
𝑥→∞

1
𝑥4 − 2

1
𝑥2

= −1 + 0 = −1 

Зі збіжності ∫ ln
1

𝑥2

+∞

1
𝑑𝑥 випливає збіжність  ∫ ln

𝑥2+1

𝑥4−2

+∞

1
𝑑𝑥 

 



Означення: Якщо інтеграл ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
+∞

𝑎
 збігається, то збігається і інтеграл 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑎
, причому в цьому випадку він називається абсолютно збіжним, а 

функція 𝑓 (𝑥) називається абсолютно інтегровною на проміжку [𝑎, +∞). 

 Якщо інтеграл ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
+∞

𝑎
 розбігається, а інтеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

𝑎
 

збігається, то в цьому випадку він називається умовно збіжним на проміжку 

[𝑎, +∞). 

 

 Приклад 5. Довести абсолютну збіжність інтеграла: 

 

 Приклад 6. Довести абсолютну збіжність інтеграла: 

 

 32.3 Невласні інтеграли другого роду 

Нехай функція 𝑓(𝑥)  неперервна на [𝑎; 𝑏), а в точці 𝑥 = 𝑏  має нескінченний 

розрив. Очевидно, визначений інтеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏−𝜀

𝑎
 є функцією від 𝜀 (𝜀 > 0). 

Означення 1.  Якщо існує скінченна границя,  

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= lim

𝜀→0
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏−𝜀

𝑎
 (6) 

то значення цієї границі називають невласним інтегралом другого роду для 



функції 𝑓(𝑥), a сам невласний інтеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 називають збіжним.  

 

Якщо ж виконуються умови означення, але границя не існує або дорівнює 

±∞, то кажуть, що невласний інтеграл другого роду для функції розбігається 

(або є розбіжним).  

 Аналогічно вводяться невласні інтеграли для случаю , коли 𝑥 = 𝑎 - точка 

нескінченного розриву, або 𝑥 = 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] являє собою точку нескінченного 

розриву.  

 Нехай функція 𝑓(𝑥) – неперервна на (𝑎; 𝑏], а в точці 𝑥 = 𝑎 має 

нескінченний розрив.  

 

Тоді скінченна границя:  

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= lim

𝜀→0
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎+𝜀
 (7) 

є невласним інтегралом другого роду для функції 𝑓(𝑥). 

 Якщо 𝑥 = 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]– точка нескінченного розриву, то скінченна границя: 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= lim

𝜀→0
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐−𝜀

𝑎
+ lim

𝜀→0
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐+𝜀
 (8) 



є невласним інтегралом другого роду для функції 𝑓(𝑥) 

Причому, невласний інтеграл називається збіжним, якщо існують обидві 

границі в рівності. 

Теорема 1. Нехай функція 𝑓(𝑥) неперервна на [𝑎; 𝑏), в точці 𝑥 = 𝑏 має 

нескінченний розрив, а функція 𝐹(𝑥) є первісною функції 𝑓(𝑥) на [𝑎; 𝑏). Тоді 

невласний інтеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 збігається у тому, та тільки у тому випадку, 

якщо існує скінченна границя lim
𝑥→𝑏−0

𝐹(𝑥) 

 

 Наслідок. Якщо функція 𝐹(𝑥) є неперервною на [𝑎, 𝑏] то справедлива 

формула Ньютона-Лейбніца:  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 

 



 

𝐹(𝑥) = {

ln 𝑥
𝑥1−𝑝

1 − 𝑝

,  𝑝 = 1
,  𝑝 ≠ 1

 

Тоді 

lim
𝑥→+0

𝐹(𝑥) = {
0 𝑝 < 1

−∞ 𝑝 ≥ 1
  

  ∫
𝑑𝑥

𝑥𝑝

1

0
= {

збігається 𝑝 < 1
розбігається 𝑝 ≥ 1

 (9) 

Узагальнемо цей результат на випадок будь-якого невласного інтегралу 

другого роду: 

 - коли 𝑥 = 𝑎 - точка нескінченного розриву  

∫
𝑑𝑥

(𝑎−𝑥)𝑝

𝑏

𝑎
= {

збігається 𝑝 < 1
розбігається 𝑝 ≥ 1

   (10) 

aбо 

 - коли 𝑥 = 𝑏 - точка нескінченного розриву 

∫
𝑑𝑥

(𝑏−𝑥)𝑝

𝑏

𝑎
= {

збігається 𝑝 < 1
розбігається 𝑝 ≥ 1

   (11) 

 Зауваження. Ці інтеграли найчастіше використовують при дослідженні 

інтегралів другого роду за ознанками порівняння  

 Ознаки порівняння невласних інтегралів другого роду 

Теорема 2 (загальна ознака порівняння): Нехай функції 𝑓(𝑥) і 

𝜑(𝑥) неперервні, невід’ємні функції на [𝑎; 𝑏), коли 𝑥 = 𝑏 вони мають 

нескінченний розрив, причому 𝑓(𝑥) ≤ 𝜑(𝑥), ∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏). Тоді:  

1. зі збіжності інтегралу ∫ 𝜑(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 випливає збіжність інтегралу 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥,  



2. з розбіжності інтегралу ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 випливає розбіжність інтегралу 

∫ 𝜑(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥.  

 

Теорема 3 (гранична ознака порівняння): Нехай функції 𝑓(𝑥) і 𝜑(𝑥) 

неперервні та знакосталі на [𝑎; 𝑏), коли 𝑥 = 𝑏 вони мають нескінченний 

розрив, причому 

lim
𝑥→𝑏−0

𝑓(𝑥)

𝜑(𝑥)
= 𝑘 ≠ 0, 0 < 𝑘 < ∞, 

 то інтеграли  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 і ∫ 𝜑(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 одночасно обидва збіжні або обидва 

розбіжні (тобто поводяться однаково в значенні збіжності).  

 

 Означення 2. Якщо для функції 𝑓(𝑥) неперервної на [𝑎; 𝑏), де при 𝑥 = 𝑏 

вона має нескінченний розрив, зі збіжності інтегралу ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, випливає 

збіжність  інтегралу ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, то в цьому випадку невласний інтеграл 

другого роду ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 називається абсолютно збіжним. 

 Якщо для функції 𝑓(𝑥) неперервної на [𝑎; 𝑏), де при 𝑥 = 𝑏 вона має 

нескінченний розрив, і інтеграл ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 – розбігється, а інтеграл ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

– збігється, то ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 називається умовно (неабсолютно) збіжним. 

 

Зауваження. Всі теореми та означення що сформульовні для функції 𝑓(𝑥) 

неперервної на [𝑎; 𝑏) з розривом у точці 𝑥 = 𝑏 є аналогичними для функції 

𝑓(𝑥) неперервної на (𝑎, 𝑏] з розривом у точці 𝑥 = 𝑎 або функції 𝑓(𝑥) 

неперервної на [𝑎, 𝑏] з розривом у точці 𝑥 = 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] 

 

 Обчислення невласних інтегралів або встановлення їх розбіжності: 

 



 

 

{−(𝑥2 − 4𝑥 + 3) = −(𝑥 − 1)(𝑥 − 3)} 

Підінтегральна функція необмежена в околиці точок 𝑥 = 1 та 𝑥 = 3. Тому, за 

визначенням, замість цих точок можна взяти будь-яку внутрішню точку 𝑥 =

2 ∈ [1,3]  

 

 



 

 
Тут 

∫
𝑑𝑥

𝑥

1

0
→ ∞, так як 𝑝 = 1 в (9) 

Отже 

lim
𝑥→+0

𝑒𝑥

√1 − cos 𝑥

√2
𝑥

= lim
𝑥→+0

𝑥𝑒𝑥

√2(1 − cos 𝑥)
= {

0

0
} = lim

𝑥→+0

𝑥𝑒𝑥

√2 𝑥2 2⁄
= lim

𝑥→+0

𝑥𝑒𝑥

𝑥
= 1 

 

lim
𝑥→+0

ln(1+ √𝑥35
)

𝑒sin 𝑥−1
1

√𝑥25

= lim
𝑥→+0

√𝑥25
ln(1+ √𝑥35

)

𝑒sin 𝑥−1
= {

0

0
} = lim

𝑥→+0

√𝑥25
√𝑥35

sin 𝑥
= lim

𝑥→+0

𝑥

𝑥
= 1  



 

Пам’ятаємо, що за (11) 

∫
𝑑𝑥

(𝑏 − 𝑥)𝑝

𝑏

𝑎

= {
збігається 𝑝 < 1

розбігається 𝑝 ≥ 1
 

Отже 

𝑝 =
1

2
< 1  ∫

𝑑𝑥

(1−𝑥)1/2

1

0
 -  збігається (< ∞) 

lim
𝑥→1−0

𝑒𝑥

√1 − 𝑥3

𝑒

3√1 − 𝑥

= lim
𝑥→1−0

3𝑒𝑥−1

√1 + 𝑥 + 𝑥2
= {

3𝑒1−0−1

√1 + 1 − 0 + (1 − 0)2
} = √3 ≠ 0 

тоді збігається і початковий інтеграл. 


