
 РОЗДІЛ 3: ФУНКЦІЇ КІЛЬКОХ ЗМІННИХ 

 Лекція 34. Основні поняття функцій кількох змінних 

 У різних розділах математики і фізики є співвідношення, в яких беруть участь кілька 

змінних величин. Так, наприклад, з курсу геометрії відомо, що об’єм циліндра V 

обчислюється за формулою 𝑉 = 𝜋𝑅2𝐻, де R - радіус основи циліндра, Н – його висота. Ця 

формула дає найпростіший приклад числової функції двох змінних – об’єм залежить як 

від радіуса основи циліндра, так і від його висоти. 

 Взагалі, вивчаючи фізичний стан будь-якого тіла, часто спостерігаємо зміну його 

властивостей від точки до точки. Це можуть бути: щільність, температура, електричний 

потенціал тощо. Всі ці величини суть функції точки, тобто функції від координат точки 

М(𝑥, 𝑦, 𝑧). Якщо фізичний стан тіла змінюється за часом, то до цих незалежних змінних 

𝑥, 𝑦, 𝑧 додається ще час 𝑡. В цьому випадку ми маємо справу з функціями від 4-х 

незалежних змінних. 

 

 34.1 Функція і область її визначення 

Найпростішим прикладом функції декількох змінних є функція двух змінних.  

 Рівняння вигляду 

u=x+y,      u=x2y3,       або      u=ln(1-x2-y2) 

приводять у відповідність кожній парі чисел (x, y) одне значення функції u. В 

перших двох прикладах значення функції u відповідає будь-якій парі чисел (x, 

y), а в третьому прикладі закон відповідності має зміст лише для таких систем 

значень (x, y), які задовольняють нерівності x2+y2<1.  

В усіх цих випадках кажуть, що u є функцією незалежних змінних  (або 

аргументів) x i y.  

 Визначення функції двох змінних дуже схоже на визначення функції 

однієї змінної. Основна відмінність полягає в тому, що замість зіставлення 

значень однієї змінної зі значеннями іншої змінної ми повинні зіставляти 

упорядковані пари змінних з іншою змінною. 

Означення 1: Функція двох змінних 𝑢 =  𝑓(𝑥,  𝑦) відображає кожну 

впорядковану пару (𝑥,  𝑦) у підмножині 𝐷 площини дійсних чисел R
2
 в єдине 

дійсне число 𝑢. Сукупність 𝐷 називається областю визначення функції. 

Множина значень функції 𝑓 - це набір усіх дійсних чисел 𝑢, які мають 

принаймні одну впорядковану пару (𝑥,  𝑦) ∈  𝐷 таку, що 𝑓(𝑥,  𝑦) =  𝑢, як 

показано на малюнку: 



 

Означення 2. Множина D упорядкованих пар чисел (х, у) називається 

областю визначення функції u, а множина U всіх можливих значень змінної  u 

- множиною значень функції. 

 Змінна 𝑢 називається залежною змінною, або функцією, а змінні х, у 

називаються її аргументами. 

 

 Аналогічно формулюється означення функції більше ніж двох змінних, 

кажуть тоді багатьох або кількох змінних. 

Означення 3. Якщо кожному упорядкованому набору значень (x1, x2, …, xn) із 

деякої заданої множини D відповідає певне значення величини u з множини 

U, то кажуть, що u є функція від 𝑛 змінних x1, x2, …, xn і пишуть   

u=f(x1, x2, …, xn). 

 Наприклад, об’єм прямокутного паралелепіпеда u=xyz є функцією 

довжин трьох його ребер x, y, z;  

 

Інший приклад –це сумa u= x1+ x2 + …+ xn  є функцією своїх n доданків x1, x2, 

…, xn, що є. Наприклад, деякими змінними. 

 Зауваження: Інколи величину u називають функцією точки M, вважаючи 

точку M аргументом функції, тобто u= f(M).  

x 

z 

y 



 У випадку функції двох аргументів u=f(x,y) пару значень (х, у) 

зображають точкою M площини, яка має координати х і у відносно деякої 

прямокутної системи координат. Тоді точці (х, у) буде дозволено змінюватися 

в певній області D площини хОу. Ця область виконує ту ж саму роль, що і 

інтервал для 

функції однієї змінної. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Прицьому можно виділити наступне: 

Означення 4. Лінію, що обмежує область 𝐷, називають межею області 

визначення. 

Означення 5. Точки області  𝐷, які не лежать на її межі, називаються 

внутрішніми. 

Означення 6. Область, яка містить тільки внутрішні точки, називають 

відкритою. 

Означення 7. Якщо ж до області визначення належать і всі точки межі, то така 

область називається замкненою. 

 

Область 𝐷 може складатися з частини площини, яка обмежена однією 

замкненою кривою, яка не перетинає сама себе (однозв’язна область; рис. а); 

Область 𝐷 також може бути обмежена кількома замкненими кривими. В 

останньому випадку вона називається багатозв’язною областю, причому 

число межевих (граничних) замкнених кривих називається степенем 

зв’язності або  просто зв’язністю області. На рис. б  показана трьохзв’язна 

область. 



  

(а) (б) 

 Знаходження області визначення функції двох змінних передбачає 

врахування будь-яких обмежень, які можуть існувати щодо отримання 

множини дійсних значень функції.  

Наприклад, у функцій u=x+y і u=x2y2 будь-яка точка (х, у) – аргумент може 

проходити всю площину хOу.  

 У функції 𝑢 = 𝑙𝑛(9 − 𝑥2 − 9𝑦2) будь-яка точка (х, у) – аргумент повинна 

залишатися в еліпсі 
𝑥2

9
+ 𝑦2 = 1, де виконується умова 

𝑥2

9
+ 𝑦2 < 1. В цьому 

випадку функція задана тільки у внутрішній області еліпса.  

 

 Приклад 2. Знайти область визначення функції 𝑢 =
3𝑥−2𝑦

𝑥2−𝑦2
 

𝑢 =
3𝑥 − 2𝑦

𝑥2 − 𝑦2
=

3𝑥 − 2𝑦

(𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦)
⇒ 𝑦 ≠ ±𝑥. 

Геометрично це всі точки площини 𝑋𝑂𝑌, окрім бісектрис координатних кутів 

 



 Приклад 3. Знайти область визначення функції та побудувати її, якщо  

𝑢 = √𝑦2 − 4𝑥 . 

Оскільки область визначення є сукупність точок  (𝑥,   𝑦) ∈  𝑅2 , що 

задовольняють нерівності 𝑦2 − 4𝑥 ≥ 0, то областю визначення є сукупність 

точок (𝑥,  𝑦) площини 𝑋𝑂𝑌, включаючи і точки самої кривої: 

 

 

  Коментар: Для функцій трьох змінних 𝑢 =  𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) область 

визначення належить тривимірному простору і геометрично є деякою 

сукупністю точок тривимірного простору, 𝑅3.  

 Узагальнене поняття області визначення функції 𝑛 кількості незалежних 

змінних – це множина 𝐷 ∈  𝑅𝑛, де 𝑅𝑛 – 𝑛 вимірний простір.  

 

 34.2 Геометричне зображення функцій двох змінних 

Аналогічно тому, як функцію однієї змінної зображають за допомогою кривої 

на площині, функцію двох змінних зображають геометрично за допомогою 

поверхонь. Таке зображення виконується наступним чином: в прямокутній 

декартовій системі координат у просторі значення функції 𝑓 в точці 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0) є 𝑧0 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(𝑀0). Кожній точці 𝑀0 з площини 𝑋𝑂𝑌 

відповідає точка 𝑀(𝑥0, 𝑦0,  𝑧0) у просторі 𝑂𝑋𝑌𝑍. Геометрично 𝑧0- це апліката 

точки 𝑀, а 𝑧 = 𝑓(𝑥,  𝑦) – сукупність таких точок – поверхня.  

 



 Тобто, графіком функції двох змінних є поверхня. 

 

Означення. Множина всіх точок 𝑃(𝑥 𝑦 𝑧), простору, координати яких 

задовольняють рівняння 𝑧 =  𝑓 (𝑥, 𝑦), називається графіком функції двох 

змінних 𝑧 =  𝑓 (𝑥, 𝑦). 

Очевидно що якщо графіком функції двох змінних є деяка поверхня 𝑆 то її 

проєкція на площину 𝑂𝑋𝑌 це область визначення 𝐷. (Поверхня 𝑧 =  𝑓 (𝑥, 𝑦) – 

це “дах”, що “нависає” над плоскою областю 𝐷). 

 Побудова подібних поверхонь проводиться за допомогою методу 

паралельних перерізів. Суть методу полягає в тому, що поверхні 

перетинаються площинами, паралельними координатним площинам, а потім 

за виглядом і властивостями отриманих у перерізах ліній можна зробити 

висновок про форму самої поверхні. 

 Приклад. Побудувати поверхню, яка є графіком функції 𝑧 = 𝑥2 +
𝑦2

4
  

(еліптичний параболоїд). 

Знаходимо головні перерізи ( перерізи координатними площинами). 

𝑂𝑦𝑧: 𝑥 =  0 ⇒  

𝑧 =
𝑦2

4
 ⇒ 𝑦2 =

4𝑧 - парабола з 

вершиною у 

початку 

координат 𝑂(0,0). 

𝑂𝑥𝑦: 𝑧 =  1 ⇒ 

𝑥2 +
𝑦2

4
= 1 ⇒  

еліпс. 

𝑧 =  2 

𝑧 =  3 

𝑧 =  4 

𝑂𝑥𝑧: 𝑦 =  0  

 𝑧 = 𝑥2 – парабола 

з вершиною у 

початку координат 

𝑂(0,0)  



    

𝑂𝑦𝑧: 𝑥 = Стала ⇒  

𝑧 =
𝑦2

4
+ Стала - 

парабола з 

вершиною у т. 

(Стала, 0, Стала) 

Для 𝑧 =  0 ⇒ 

𝑂(0,0) – початок 

координат 

(вершина 

параболоїда). 

 𝑂𝑥𝑧: 𝑦 = Стала  

 𝑧 = 𝑥2+ Стала – 

парабола з 

вершиною у (0, 

Стала, Стала) 

 

Додатково знаходимо переріз поверхні площиною, що паралельна 

координатній площині 𝑂𝑥𝑦: 𝑧 =  9; 

𝑧 =  9   ⇒ 𝑥2 +
𝑦2

4
= 9     ⇒ 

𝑥2

9
+
𝑦2

36
= 1 – еліпс з великою піввіссю 𝑎 =  6, що 

паралельна осі 𝑂𝑦 , і з малою піввіссю 𝑏 =  3, що паралельна осі 𝑂𝑥 . 

 

 Лінії рівня 

Топографічна карта містить криві лінії, які називаються контурними лініями. 

Кожна контурна лінія відповідає точкам на карті, які мають однакову висоту. 



Лінії рівня функції двох змінних 𝑓 (𝑥,  𝑦) повністю аналогічна контурній лінії 

на топографічній карті. 

 

Означення: Дано функцію 𝑓(𝑥,  𝑦) і число 𝐶 з множини значень функції 𝑓, 

лінія рівня функції двох змінних для значення 𝐶 визначається як сукупність 

точок, що задовольняють рівнянню 𝑓(𝑥,  𝑦 ) = 𝐶. 

 Приклад. Визначити лінію рівня функції 𝑓(𝑥, 𝑦) = √9 − 𝑥2 − 𝑦2. 

Множинa значень функції - це замкнутий інтервал [0,3].  

Спочатку ми вибираємо будь-яке число в цьому 

замкнутому інтервалі - скажімо, 𝐶 =  2. Крива 

рівня, що відповідає 𝐶 =  2, описується 

рівнянням 

𝑥2 + 𝑦2 = 5 

Це рівняння описує коло з центром у початку 

координат з радіусом √5 і так далі для інших 𝐶. 

Графіки кривих рівня цієї функції, що відповідає 

𝐶 =  0,1,2, показані на рисунку 

 

 Коментар: У випадку функції трьох змінних, криві рівня стають 

поверхнями рівня, тому ми можемо визначити рівні поверхні для функцій 

трьох змінних. 



Означення: Дано функцію 𝑓 (𝑥,  𝑦,  𝑧) і число 𝐶 з множини значень функції 𝑓, 

тоді поверхнею рівня функції трьох змінних визначено сукупність точок, що 

задовольняють рівнянню 𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧 ) = 𝐶. 

 

 34.3 Границя функції двох змінних 

Згадаймо означення границі функції однієї змінної:  

 Нехай 𝑓 (𝑥) визначено для всіх 𝑥 ≠  𝑎 у відкритому інтервалі, що 

містить точку 𝑎. Нехай А - дійсне число. Тоді А – це границя цієї функції в 

околі точки 𝑎:  𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐴, якщо для кожного будь-якого малого додатнього 

числа 𝜀 >  0 існує будь-яке мале додатнє число 𝛿 >  0, таке, що якщо 0 <

| 𝑥 − 𝑎 | < 𝛿 для всіх 𝑥 з області визначення  𝑓, має місце нерівенство:  

|𝑓(𝑥) − А| < 𝜀 

 Перш ніж ми зможемо адаптувати це визначення для визначення границі 

функції двох змінних, нам спочатку потрібно розширити ідею відкритого 

інтервалу – 𝛿-околу точки 𝑎 функції одній змінної до відкритого інтервалу у 

функції двох змінних. 

Означення 𝛿-околу: Розглянемо точку 𝑀0(𝑥0,  𝑦0) ∈ R2, тоді 𝛿-околом у точці 

𝑀0(𝑥0,  𝑦0) називається відкрите коло 

радіусом 𝛿 з центром у точці (𝑥0,  𝑦0) – 

тобто 

 

{(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∣ (𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 < 𝛿2} 

 

 

 Коментар: В одновимірному простору ми виражаємо окіл  як обмеження 

(𝑎 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑎 +  𝛿). У більш ніж одновимірному простору нам потрібно 

використовувати поняття 𝛿-кола, 𝛿-сфери, та таке інше 

Означення. Число 𝐴 називається границею функції двох змінних 𝑧 =  𝑓 (𝑥,  𝑦) 

при прямуванні точки 𝑀(𝑥,  𝑦) до точки 𝑀0(𝑥0,  𝑦0), якщо для будь-якого як 

завгодно малого числа 𝜀 знайдеться такий 𝛿-окіл точки 𝑀0, що для будь-якої 



точки 𝑀(𝑥,  𝑦) із цього околу (за винятком, можливо, самої точки 𝑀0 ) 

виконується нерівність  

| 𝑓 (𝑥,  𝑦) −  𝐴| <  𝜀. 

Границю функції 𝑧 =  𝑓 (𝑥,  𝑦) записують у вигляді: 

𝐴 = lim
𝑀→𝑀0

𝑓(𝑀)  або 𝐴 = lim
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦) ⇔ 

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ≠ 𝑥0,  ∀𝑦 ≠ 𝑦0:  √(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 < 𝛿 ⇒ 

| 𝑓 (𝑥,  𝑦) −  𝐴| <  𝜀. 

 Зауваження: Якщо границя функції існує, то вона не залежить від 

способу прямування 𝑀 → 𝑀0.  

 

 Властивості границі функції двох змінних 

 Знаходження існування границі за допомогою означення границі функції 

двох змінних може бути досить складним завданням. Натомість ми будемо 

використовувати наступну теорему, яка дає нам дієвий інструмент пошуку 

границь. Формули в цій теоремі є продовженням правил знаходження границь 

функцій однієї змінної: 

Нехай 𝑓(𝑥,  𝑦) та 𝑔(𝑥,  𝑦) визначені для всіх (𝑥,  𝑦) ≠  (𝑥0,  𝑦0) в околі точки 

(𝑥0,  𝑦0), і припустимо, що окіл  повністю міститься всередині області 

визначення функції 𝑓. Нехай L і M є дійсними числами, такими що 

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝐿 і 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑀 

і нехай c - константа. Тоді виконується кожне з наступних тверджень: 

1. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

𝑐 = 𝑐 - закон постійної 

2. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

𝑥 = 𝑥0 та 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

𝑦 =  𝑦0 - закони ідентичнoсті 

3. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

(𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦)) = 𝐿 +𝑀 - закон суми 

4. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

(𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)) = 𝐿 −𝑀 - закон різниці 

5. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

(𝑐 ∙ 𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑐 ∙ 𝐿 - закон постійного множинника 

6. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

(𝑓(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑔(𝑥, 𝑦)) = 𝐿 ∙ 𝑀 - закон множення 



7. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

𝑓(𝑥,𝑦)

𝑔(𝑥,𝑦)
=

𝐿

𝑀
 for 𝑀 ≠ 0 - закон частки 

8. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

(𝑓(𝑥, 𝑦))𝑛 = 𝐿𝑛 - закон піднесення до степеню 

9. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0, 𝑦0)

√𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑛 = √𝐿

𝑛
 - закон добування  кореню 

 

 Приклади знаходження границь функцій двох змінних 

Приклад 1. Знайти границю 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

(𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 − 4𝑥 + 3𝑦 − 6) 

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

(𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 − 4𝑥 + 3𝑦 − 6) = 

( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑥2) − ( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

2𝑥𝑦) + ( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

3𝑦2) − ( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

4𝑥) 

+( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

3𝑦) − ( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

6) = ( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑥2) − 2( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑥𝑦) +

3( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑦2) − 4( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑥) +3( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑦) − 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

6 =

( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑥)
2

− 2( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑥) ( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑦) + 3 ( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑦)
2

−

4( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑥) + 3 ( 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

𝑦) − 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

6 = 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(2,−1)

(𝑥2 − 2𝑥𝑦 +

3𝑦2 − 4𝑥 + 3𝑦 − 6) = 23 − 2(2)(−1) + 3(−12 − 4(2) + 3(−1) − 6 = −6. 

Приклад 2. Знайти границю 

lim
𝑥→0
𝑦→0

√𝑥 + 𝑦 + 9 − 3

𝑥 + 𝑦
= ‖

0

0
‖ = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑦→0

𝑥 + 𝑦 + 9 − 9

(𝑥 + 𝑦)(√𝑥 + 𝑦 + 9 + 3)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑦→0

1

3 + 3
=
1

6
 

Приклад 3. Знайти границю 

lim
𝑥→0
𝑦→5

sin(𝑥𝑦)

𝑥
= ‖

0

0
‖ = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑦→5

𝑦 ∙
𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦)

𝑥𝑦⏟    
=1

= 5 ∙ 1 = 5. 

 

 34.4 Неперервність функції двох змінних 

У неперервності функції однієї змінної 𝑓(𝑥) ми визначили що функція 

неперервна у точці 𝑥 =  𝑎, коли у цій точці виконуються три необхідні умови: 

1. 𝑓(𝑎) - існує 



2. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) - існує 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎). 

 

Ці три умови також необхідні для неперервності функції двох змінних 

Означення. Нехай точка 𝑀0 та деякий її окіл належать області визначення 

функції 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦). Тоді функція 𝑓(𝑥,  𝑦) називається неперервною в точці 

𝑀0, якщо виконуються умови:  

1. функція 𝑧 =  𝑓 (𝑥,  𝑦) визначена в самій точці 𝑀0 і в деякому її околі; 

2. існує скінченна границя lim
𝑀→𝑀0

𝑓(𝑀) 

3. lim
𝑀→𝑀0

𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑀0)  або  𝐴 = lim
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

 

Точки, в яких порушується хоча б одна умова є точками розриву. Точки 

розриву функції двох змінних можуть утворювати цілі лінії. 

 

 Інше означення неперервності функції двох змінних в точці: 

 Позначимо x=x0+x,   y=y0+y, тоді за означенням неперервності 

запишемо так 

),(),(lim 0000

0
0

yxfyyxxf

y
x






 

Звідки 

0)],(),([lim 0000

0
0






yxfyyxxf

y
x

 

Означення. Повним приростом функції z=f(x, y) в точці М0(х0,у0), яка 

належить області визначення функції f(x, y), називається різниця z=f(x0+x, 

y0+y)-f(x0, y0),де x i y  - прирости аргументів.  

Використаємо це означення  і перепишемо попереднійвираз у вигляді  

0lim

0
0






z

y
x

 

 Геометрично неперервність функції 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) означає, що її поверхня 

представляє собою суцільну поверхню без розривів. 

 



Означення. Функція 𝑓(𝑀), яка неперервна в кожній точці деякої області, 

називається неперервною в цій області. 

 Коментар: Границя та неперервність функції трьох або більше змінних 

може бути введена таким же чином. 

Приклад Показати, що функція  𝑓(𝑥, 𝑦) =
3𝑥+2𝑦

𝑥+𝑦+1
  неперервна в точці (5,−3). 

Згідно з визначенням безперервності, необхідно виконати три умови. У цьому 

прикладі, 𝑥0 = 5  та 𝑦0 = −3.  

1.  𝑓(𝑥0, 𝑦0) існує. Це правда, оскільки область визначення 

функції 𝑓 складається з упорядкованих пар, для яких знаменник 

ненульовий (тобто,  𝑥 + 𝑦 + 1 ≠ 0). Точка  (5,−3) задовольняє цій умові. 

Крім того, 

𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓(5,−3) =
3(5) + 2(−3)

5 + (−3) + 1
=
15 − 6

2 + 1
= 3. 

2. 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) існує. Це також вірно, оскільки 

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(5,−3)

3𝑥 + 2𝑦

𝑥 + 𝑦 + 1
=

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(5,−3)

(3𝑥 + 2𝑦)

𝑙𝑖𝑚
(𝑥,𝑦)→(5,−3)

(𝑥 + 𝑦 + 1)
=

15 − 6

5 − 3 + 1

= 3. 
3. 𝑙𝑖𝑚

(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0). Це правда, тому що ми щойно показали, 

що обидві сторони цього рівняння дорівнюють трьом. 

 

Теорема ( неперервність суми, добутку, частки). Нехай функції 𝑢(𝑥, 𝑦), 

𝑣(𝑥, 𝑦) – неперервні в точці 𝑀0(𝑥0,  𝑦0). Тоді функції 𝑢(𝑥, 𝑦) ± 𝑣(𝑥, 𝑦), 

𝑢(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑣(𝑥, 𝑦), 
𝑢(𝑥,𝑦)

𝑣(𝑥,𝑦)
 якщо 𝑣(𝑥, 𝑦) ≠ 0 так само неперервні в точці 

𝑀0(𝑥0,  𝑦0). 

 

 Властивості неперервних функцій двох змінних 

Властивості функції багатьох змінних, що неперервна в обмеженій замкненій 

області, аналогічні відповідним властивостям функції однієї змінної, що 

неперервна на відрізку. 



Властивість 1. Функція 𝑧 = 𝑓(𝑥,  𝑦), що неперервна в обмеженій замкненій 

області 𝐷, є обмеженою і досягає в ній свого найменшого 𝑚 і найбільшого 

𝑀 значення. 

Властивість 2. Якщо функція 𝑧 = 𝑓(𝑥,  𝑦), неперервна в обмеженій замкненій 

області 𝐷, а 𝑚 і 𝑀 – відповідно її найменше і найбільше значення у цій 

області, то для будь-якого числа 𝜇, що задовольняє нерівність 𝑚 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀 , у 

області 𝐷 знайдеться хоча б одна точка 𝑁 ∈ 𝐷, в якій значення функції 

дорівнює числу 𝜇. 

 

 34.5 Складена функція двох змінних 

Означення. Нехай функція 𝑧 = 𝑓(𝑥,  𝑦) визначена на множині Е, а змінні 𝑥 і 𝑦, 

у свою чергу, залежать від змінних 𝑢 та 𝑣 і 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣), де обидві 

функції 𝑥(𝑢, 𝑣) та 𝑦(𝑢, 𝑣) визначені на множині 𝐷. Якщо для будь-якого 

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷 значення 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣) такі, що (𝑥,  𝑦) ∈ 𝐸, то кажуть, що на 

множині 𝐷 визначена складена функція 𝑧 = 𝑓(𝑥,  𝑦), де 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 =

𝑦(𝑢, 𝑣); 𝑥, 𝑦 - проміжні змінні, 𝑢, 𝑣 - незалежні змінні. 

 

Приклад. Функція 𝑧 = 𝑥3 + 𝑦3, де 𝑥 = sin(𝑢 + 𝑣),𝑦 = cos(u-v) - складна 

функція. Вона визначена на координатній площині. Її можна записати у 

вигляді 𝑧 = sin3(𝑢 + 𝑣) + cos3(𝑢 − 𝑣). 

 

Теорема. Нехай на множині 𝐷 визначено складну функцію  𝑧 = 𝑓(𝑥,  𝑦), де 

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣), і нехай функції 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) неперервні в 

точці (𝑢0, 𝑣0), а функція 𝑓(𝑥,  𝑦) неперервна в точці (𝑥0, 𝑦0), де 𝑥0 =

𝑥(𝑢0, 𝑣0), 𝑦0 = 𝑦(𝑢0, 𝑣0). Тоді складна функція 𝑧 = 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣))  

неперервна в точці (𝑢0, 𝑣0). 


