
 Лекція 36. Похідна за напрямом. Градієнт функції. Локальний 

безумовний і умовний екстремуми 

 36.1 Похідна за напрямом 

Функція 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦) має дві часткові 

похідні: 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 та 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
. Ці похідні відповідають 

кожній із незалежних змінних і можуть бути 

інтерпретовані як миттєві швидкості зміни 

функції 𝑓 (𝑥,  𝑦)  відносно змінних 𝑥 та 𝑦, 

відповідно (тобто як нахили дотичної лінії). 

Так, 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 представляє нахил дотичної лінії, що 

паралельна 𝑥-осі, яка проходить через задану 

точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) на поверхні, визначену 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Аналогічно, 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 представляє нахил 

дотичної лінії паралельної осі 𝑦 в тій же точці 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).  

 

Тепер розглянемо можливість дотичної лінії, яка не паралельна жодній 

координатній віссі.  

 

Нехай функція 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦) існує в певному околі точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0). 

Розгянемо напрям, який задано одиничним  вектором  𝑢⃗ = (cos 𝛼; cos 𝛽), де 𝛼 

– кут з віссю 𝑥, 𝛽 – з віссю 𝑦 (𝛽 = 90° − 𝛼). Вектор 𝑢⃗   називається 

направляючим вектором. Перейдемо вздовж цього напрямку на довжину 𝑠 у 

точку 𝑄(𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 + ∆𝑦). 

В цьому випадку функція отримає приріст 

∆𝑧 = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

Дотична лінія  

вздовж вектора 𝑢⃗  

𝑀0 



Вектор ∆𝑢⃗⃗⃗⃗  ⃗ , координатами якого є прирости аргументів ∆𝑢⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (∆𝑥, ∆𝑦), 

назвемо вектором приросту. Величину вектора приросту, яку позначимо 𝑠, 

будемо визначати за правилом 

𝑠 = {
|∆𝑢⃗⃗⃗⃗  ⃗|,    якщо   ∆𝑢⃗⃗⃗⃗  ⃗ ↑↑ 𝑢⃗ 

−|∆𝑢⃗⃗⃗⃗  ⃗|,     якщо    ∆𝑢⃗⃗⃗⃗  ⃗ ↑↓ 𝑢⃗ 
 

Модуль вектора приростів дорівнює: |∆𝑢⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √∆𝑥2 + ∆𝑦2, де ∆𝑥 = 𝑠 ∙ cos 𝛼, 

∆𝑦 = 𝑠 ∙ cos 𝛽 

Означення. Границя відношення 
∆𝑧

|∆𝑢|⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
  за умови, що 𝑠 → 0 , називається 

похідною (від) функції 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦) за напрямом 𝑢⃗   та позначається символом 
𝜕𝑧

𝜕𝑢⃗⃗ 
. Отже,  

𝜕𝑧

𝜕𝑢⃗ 
(𝑥,  𝑦) = lim

𝑠→0

𝛥𝑧

𝑠
= {𝛥𝑧 = 𝑓𝑥′(𝑥,  𝑦)∆𝑥 + 𝑓𝑦′(𝑥,  𝑦)∆𝑦 + 𝑜(√∆𝑥

2 + ∆𝑦2)}⏟                                  
за умови диференційованості

= lim
𝑠→0

{𝑓𝑥′(𝑥, 𝑦)
∆𝑥

𝑠
+ 𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦)

∆𝑦

𝑠
} 

+  lim
𝑠→0

𝑜(√∆𝑥2 + ∆𝑦2)

𝑠
 

⏟              
→0

= 𝑓𝑥
′(𝑥,  𝑦) lim

𝑠→0

𝛥𝑥

𝑠⏟
cos𝛼

+ 𝑓𝑦
′(𝑥,  𝑦) lim

𝑠→0

𝛥𝑦

𝑠⏟
cos𝛽

= 𝑓𝑥
′(𝑥,  𝑦) ∙ cos 𝛼 + 𝑓𝑦

′(𝑥,  𝑦) ∙ cos 𝛽 

Отже 

𝜕𝑧

𝜕𝑢⃗ 
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
∙ cos 𝛼 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
∙ cos 𝛽 

або 

𝜕𝑧

𝜕𝑢⃗ 
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
∙ cos 𝛼 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
∙ sin 𝛼 

так як cos 𝛽 = sin 𝛼 (𝛽 = 90° − 𝛼) 

 

Приклад: Знайти похідну функції 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 3𝑦2 за напрямком 𝑢
⇀
=

(𝑐𝑜𝑠 𝛼)𝑖 + (𝑠𝑖𝑛 𝛼)𝑗  якщо 𝛼 = arccos (3/5). 

 По-перше, ми повинні обчислити часткові похідні від 𝑓: 



𝑓𝑥′(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 𝑦

𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦) = −𝑥 + 6𝑦,
 

 Тоді ми використовуємо рівняння з 𝛼 = arccos (3/5), де 

cos𝛼 =
3

5
, sin𝛼 = √1 − cos2 𝛼 = √1 − (

3

5
)
2
=
4

5
 

𝜕𝑓

𝜕𝑢⃗ 
(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥′(𝑥, 𝑦)cos 𝛼 + 𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦)sin 𝛼 = (2𝑥 − 𝑦)

3

5
+ 

(−𝑥 + 6𝑦)
4

5
=
6𝑥

5
−
3𝑦

5
−
4𝑥

5
+
24𝑦

5
=
2𝑥 + 21𝑦

5
 

Для розрахунку  
𝜕𝑓

𝜕𝑢⃗⃗ 
(−1,2),  нехай  𝑥 = −1  і  𝑦 = 2: 

𝜕𝑓

𝜕𝑢⃗ 
(−1,2) =

2(−1) + 21 ∙ 2

5
= 8 

 

 36.2 Градієнт функції 

Праву частину рівняння для похідної функції 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦) за напрямом 𝑢⃗ =

(cos 𝛼; cos 𝛽): 

𝜕𝑧

𝜕𝑢⃗ 
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
∙ cos 𝛼 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
∙ cos 𝛽 

можна записати як скалярний добуток двох векторів.  

 Визначим перший вектор як 

𝑢
⇀
= (𝑐𝑜𝑠 𝛼)𝑖 + (𝑠𝑖𝑛 𝛼)𝑗  

а другий вектор як 

𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) = 𝑓𝑥′(𝑥,  𝑦)𝑖 + 𝑓𝑦′(𝑥,  𝑦)𝑗  

Тоді праву частину рівняння можна записати у вигляді: 

𝜕𝑧

𝜕𝑢⃗ 
= 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) ∙ 𝑢

⇀
 

Вектор 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) у цьому рівнянні має спеціальну назву: градієнт функції 

𝑓(𝑥,  𝑦). Символ ∇ називається «набла», а вектор 𝛻⃗ 𝑓 читається “дел ф” (він 

інвертований символ ∆). 

Означення. Градієнтом функції функції 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦) у точці 𝑀(𝑥,  𝑦) 

називається вектор, координатами якого є частинні похідні першого порядку 

від функції 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦)  у цій точці.  



Градієнт позначається символом 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) або 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓(𝑥,  𝑦). Отже, за 

одиничним базисом можна записати: 

𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓(𝑥,  𝑦) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑗  

або у координатній формі:   

𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓(𝑥,  𝑦) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
) 

 

 Властивості градієнта 

Якщо в точці 𝑀(𝑥,  𝑦) виберемо довільний напрям, який визначається 

одиничним вектором 𝑢⃗ = (cos 𝛼; cos 𝛽), то скалярний добуток що утворений 

за допомогою градієнта функції 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦) в даній точці та напрямного 

вектора  𝑢⃗  визначає похідну функції 𝑧 =  𝑓(𝑥,  𝑦) за напрямом 𝑢⃗ : 

𝜕𝑧

𝜕𝑢⃗ 
= 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) ∙ 𝑢⃗ = |𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦)| |𝑢⃗ |⏟

=1

cos𝜑 = |𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦)| cos𝜑 

де 𝜑 = 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦)^𝑢⃗  -  кут між векторами. 

 

 З останьої формули випливає, що  

1. якщо 𝜑 = 0, то 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 1, тобто напрям вектора 𝑢⃗  збігається за напрямом з 

градієнтом 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦), тоді похідна за напрямом у даній точці сягає 

найбільшого значення |𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦)| (або функція 𝑓(𝑥,  𝑦) змінюється з 

найбільшою швидкістю);  

(𝑥0, 𝑦0)





2. якщо 𝜑 = 𝜋, то 𝑐𝑜𝑠𝜑 = −1, тобто напрями 𝑢
⇀

 і 𝛻
⇀

𝑓(𝑥, 𝑦) – протилежні, то 

похідна за напрямом у даній точці сягає сягає найменьшого значення 

−|𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦)| (або функція 𝑓(𝑥,  𝑦) змінюється з найменьшою швидкістю); 

3. якщо 𝜑 =
𝜋

2
, то 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 0, тобто 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) ∙ 𝑢⃗ = 0, тоді 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) ⊥ 𝑢⃗  або 

градієнт функції дорівнянює нулю 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) = 0 (або функція 𝑓(𝑥,  𝑦) не 

змінюється) 

 

Отже, ми довели одну з важливих властивостей градієнта: градієнт функції 

визначає напрям, в якому функція зростає з максимальною швидкістю.  

 

Також, з цього випливає ще одна властивість градієнта функції, яка допомагає 

у дослідженні фукції на екстремум - градієнт функції у обраній точці утворює 

прямий кут з дотичною до лінії рівня функції, що проходить через цю точку: 

 Дійсно, якщо 𝑓(𝑥,  𝑦) = 𝐶, де 𝐶 – довільна стала, то 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦) = 0, але 

рівняння 𝑓(𝑥,  𝑦) = 𝐶  визначає рівняння лінії рівня функції 𝑧 = 𝑓(𝑥,  𝑦) 

 

Приклад 1: Знайти градієнт функції 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 3𝑦2 

Знаходемо  

найменьша 

швидкість 

найбільша 

швидкість 

не змінюється 



𝑓𝑥′(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 𝑦 та 𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦) = −𝑥 + 6𝑦 

Звідки 

∇
⇀

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥′(𝑥, 𝑦)𝑖 + 𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦)𝑗 = (2𝑥 − 𝑦)𝑖 + (−𝑥 + 6𝑦)𝑗  

Приклад 2: Дана функція 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 6𝑦 : а) визначити її 

градієнт у точці 𝑀0 (1;  2); б) довести, що градієнт перпендикулярен до лінії 

рівня, яка проходить через цю точцу; в) побудувати градієнт та лінію рівня 

функції , попередньо перетворивши рівняння кривої 2-го порядку до 

канонічного вигляду. 

Визначимо частинні похідні першого порядку  функції  

2 4
z

x
x


 

  та 
2 6

z
y

y


 

  

та обчислимо їх у точці 𝑀0 (1;  2): 

1,
2

2 1 4 2x
y

z

x




    


 та 

1,
2

2 2 6 10x
y

z

y




   


 

Отже, можемо записати, що  

grad 2 10z i j    

Знайдемо рівняння лінії рівня, яка проходить через точку 𝑀0 (1;  2). 

Визначимо стале значення функції 𝑧0|𝑥=1
𝑦=2

= 12 + 22 − 1𝑥 + 2𝑦 = 13 , яке 

відповідає цій лінії рівня:  𝑧 = 13 . Рівняння лінії рівня має вигляд: 

𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 6𝑦 = 13 

Перетворимо його до канонічного вигляду:  

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 3)2 = 26 

Отже, це коло з центром у точці з координатами (2,-3), радіус якого дорівнює  

√26. Щоб довести, що градієнт функції є перпендикулярним до лінії рівня, 

визначимо дотичну до лінії рівня у точці 𝑀0 (1;  2). Рівняння лінії рівня 

визначає функцію, що задана неявно:  

𝑦′(𝑥0, 𝑦0) = −
𝜕𝑧 𝜕𝑥⁄

𝜕𝑧 𝜕𝑦⁄
= −

2𝑥 − 4

2𝑦 + 6
|
𝑥=1
𝑦=2

=
1

5
 



Тоді 

(𝑦 − 2) =
1

5
(𝑥 − 2)   𝑥 − 5𝑦 + 8 = 0  𝑛⃗ = (1,−5) 

Таким чином 

𝑛⃗ ∕∕ grad⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝑓  −
1

2
= −

5

10
 

Тобто, градієнт функції є перпендикулярним до лінії рівня. На рис. зображені 

лінія рівня функції 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 + 6𝑦  при 𝑧 = 13  та градієнт у 

точці 𝑀0 (1;  2). 

 

Зауваження. Якщо 
𝜕𝑧

𝜕𝑢⃗⃗ 
(𝑥0, 𝑦0) = 0 у всіх напрямках у точці (𝑥0, 𝑦0), то в цій 

точці поверхня 𝑧 =  𝑓 (𝑥,  𝑦) має сідлову точку (або відносний максимум або 

мінімум): 

 

 

 36.3 Тривимірні градієнт функції та похідні за напрямом 

Означення градієнта та похідних за напрямом можна розширити до функцій 

більше двох змінних. 



Означення 1. Нехай 𝑤 = 𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧) є функцією трьох змінних, таких що 

частинні похідні 𝑓𝑥
′, 𝑓𝑦

′,  та   𝑓𝑧
′ існують. Вектор 𝛻⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧) називається 

градієнтом функції 𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧) і визначається як  

∇⃗⃗ 𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧) =  
𝜕𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧)

𝜕𝑥
𝑖 +

𝜕𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧)

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧)

𝜕𝑧
𝑘⃗  

також можна записати як 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧). 

 Обчислення градієнта функції за трьома змінними дуже схоже на 

обчислення градієнта функції за двома змінними. Спочатку обчислюємо 

частинні похідні 𝑓𝑥
′, 𝑓𝑦

′,  та   𝑓𝑧
′. 

 Похідну за напрямом також можна узагальнити на функції трьох 

змінних. Щоб визначити напрямок у трьох вимірах, потрібен вектор із трьома 

компонентами. Цей вектор є одиничним вектором, а складові одиничного 

вектора називаються спрямованими косинусами. З огляду на тривимірний 

одиничний вектор 𝑢⃗ , цей вектор утворює три різні кути з додатними вісями 𝑥, 

𝑦 та 𝑧. Назвемо ці кути 𝛼, 𝛽 і 𝛾. Тоді напрямні косинуси задаються 𝑐𝑜𝑠𝛼, 𝑐𝑜𝑠𝛽 

і 𝑐𝑜𝑠𝛾, тобто 

𝑢⃗ = (𝑐𝑜𝑠𝛼,𝑐𝑜𝑠𝛽,𝑐𝑜𝑠𝛾) 

Звідси 

Означення 2. Нехай 𝑤 = 𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧) є диференційованою функцією трьох 

змінних і нехай 𝑢⃗ = 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑗 + 𝑐𝑜𝑠𝛾𝑘⃗  є одиничним вектором. Тоді 

похідна функції 𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧) за напрямом 𝑢⃗  визначається як  

𝜕𝑓

𝜕𝑢⃗ 
(𝑥,  𝑦,  𝑧) =

𝜕𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧)

𝜕𝑥
𝑐𝑜𝑠𝛼 +

𝜕𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧)

𝜕𝑦
𝑐𝑜𝑠𝛽 +

𝜕𝑓(𝑥,  𝑦,  𝑧)

𝜕𝑧
𝑐𝑜𝑠𝛾 

 

Приклад: Знайти тривимірний градієнт  і похідну функції 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 5𝑥2 −

2𝑥𝑦 + 𝑦2 − 4𝑦𝑧 + 𝑧2 + 3𝑥𝑧 за напрямом  𝑢
⇀
= −𝑖 + 2𝑗 + 2𝑘⃗  у точці (1,−2,3) ? 

Спочатку ми знаходимо величину |𝑢⃗ | = √(−1)2 + 22 + 22 = 3. Отже, 

одиничним вектором у напрямку 𝑢⃗  є 𝑢⃗ 0 =
𝑢⃗⃗ 

|𝑢⃗⃗ |
=
−𝑖 +2𝑗 +2𝑘⃗ 

3
= −

1

3
𝑖 +

2

3
𝑗 +

2

3
𝑘⃗ .  

Таким чином,   𝑐𝑜𝑠𝛼 = −
1

3
,   𝑐𝑜𝑠𝛽 =

2

3
, 𝑐𝑜𝑠𝛾 =

2

3
 



Далі обчислюємо частинні похідні 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧): 

𝑓𝑥′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 10𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧

𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑥 + 2𝑦 − 4𝑧

𝑓𝑧′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −4𝑦 + 2𝑧 + 3𝑥,

 

Отже 

𝛻⃗ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (10𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧)𝑖 + (−2𝑥 + 2𝑦 − 4𝑧)𝑗 + (−4𝑦 + 2𝑧 + 3𝑥)𝑘⃗   

𝛻⃗ 𝑓(1,−2,3) = 23𝑖 − 9𝑗 + 𝑘⃗  

Також 

𝜕𝑓

𝜕𝑢⃗ 
(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (10𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧) (−

1

3
) + (−2𝑥 + 2𝑦 − 4𝑧) (

2

3
) + 

(−4𝑦 + 2𝑧 + 3𝑥) (
2

3
) = −

10𝑥

3
+
2𝑦

3
−
3𝑧

3
−
4𝑥

3
+
4𝑦

3
−
8𝑧

3
−
8𝑦

3
+
4𝑧

3
+
6𝑥

3
= 

−
8𝑥

3
−
2𝑦

3
−
7𝑧

3
 

Остаточно 

𝜕𝑓

𝜕𝑢⃗ 
(1, −2,3) = −

8(1)

3
−
2(−2)

3
−
7(3)

3
= −

8

3
+
4

3
−
21

3
= −

25

3
 

 

 36.4 Рівняння нормалі до 

поверхні 

Означення. Вектор називається 

нормаллю до поверхні у точці (𝑥0, 𝑦0, 

𝑧0), якщо він є нормальним до 

дотичної до будь-якої кривої на 

поверхні, що проходить через точку  

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). 

У контексті поверхні 𝐹(𝑥,  𝑦,  𝑧) = 𝐶, 

ми маємо вектор градієнта поверхні 

в даній точці. Це призводить до наступного означення. 

Означення. Нехай функція 𝐹(𝑥,  𝑦,  𝑧) = 0 визначає поверхню, яка є 

диференційована в точці (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), тоді пряма нормальна до 𝐹(𝑥,  𝑦,  𝑧) = 0 в 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) є нормалью 



𝑛⃗ = ∇⃗⃗ 𝐹(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

що проходить через точку (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). 

 Зокрема, канонічними рівняннями нормалі є 

𝑥 − 𝑥0
𝐹𝑥′(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

=
𝑦 − 𝑦0

𝐹𝑦′(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
=

𝑧 − 𝑧0
𝐹𝑧′(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

 

 

 36.5 Локальний екстремум функції двох змінних 

Одним з найбільш корисних додатків для похідних функції однієї змінної є 

визначення максимальних та / або мінімальних значень. Це також є важливим 

й для функцій двох або більше змінних. 

Означення. Нехай функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦)  визначена на множині 𝐷 ∈ ℝ2  та точка 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0) належить цій множині. Кажуть, що функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦) у точці 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0) має локальний максимум (мінімум), якщо навколо цієї точки існує 

такий -окіл, що для всіх точок цього околу - 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝛿 виконується 

нерівність:  

𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥0, 𝑦0)  (𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) 

Для позначення локального максимуму та мінимуму існує загальний термін – 

локальний екстремум або просто екстремум.  

Означення. Локальний максимум (мінімум) функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦) у точці 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0)  називають строгим, якщо  

𝑓(𝑥, 𝑦) < 𝑓(𝑥0, 𝑦0)  (𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) 

для всіх точок 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝛿\𝑀0(𝑥0, 𝑦0) 

Якщо 

∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) > 0 (∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) < 0) 

для всіх точок 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝛿\𝑀0(𝑥0, 𝑦0), то функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦) у точці 𝑀0 

досягає строгого локального максимуму (строгого локального мінімуму). 

Тому інакше можна сказати, що точка 𝑀0 є точкою строгого локального 

екстремуму функції, якщо в деякому околі цієї точки приріст функції 

∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) зберігає свій знак. 

 



 Необхідна умова екстремуму функції двох змінних 

Теорема (необхідна умова екстремума). Якщо функція двох змінних z =

𝑓(𝑥, 𝑦) диференційована в точці 𝑀0(𝑥0, 𝑦0)  і має в цій точці екстремум, то всі 

частинні похідні першого порядку в цій точці дорівнюють нулю:  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 (𝑥0, 𝑦0) = 0 та 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 (𝑥0, 𝑦0) = 0 

Доведення. Нехай у точці 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦) має локальний 

екстремум. Зафіксуємо змінну 𝑦: 𝑦 = 𝑦0. Тоді функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦0) є функцією 

однієї змінної 𝑥 . Ця функція має екстремум у точці 𝑥 = 𝑥0, тому її похідна 

𝑓𝑥
′(𝑥0, 𝑦0) дорівнює нулю або не існує.  

Аналогічно, зафіксувавши змінну 𝑥 : 𝑥 = 𝑥0 , дістанемо, що 𝑓𝑦
′(𝑥0, 𝑦0) 

дорівнює нулю або не існує. 

 

Точки, в яких виконується ця умова, називаються стаціонарними.  

 Стаціонарні точки та точки, в яких частинні похідні першого порядку не 

існують (називають критичними точками функції) можуть бути точками 

екстремума.  

 Як і для функції однієї змінної, виконання цієї умови є необхідною 

умовою екстремума, однак не є достатньою. Розв’язавши систему ціх рівнянь, 

ми визначимо координати точок, в яких функція може мати екстремум.  

 

Коментар: З рівності нулю частинних похідних функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦) у 

стаціонарній точці 𝑀0(𝑥0, 𝑦0)  випливає рівність нулю першого диференціала 

даної функції в цій точці: 

𝑑𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0 

 

Зауваження Для диференційовної функції двох змінних z = 𝑓(𝑥, 𝑦) умови 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 (𝑥0, 𝑦0) = 0 та 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 (𝑥0, 𝑦0) = 0 мають просте геометричне тлумачення: 

дотична площина до z = 𝑓(𝑥, 𝑦) у точці її екстремуму (𝑥0, 𝑦0), повинна бути 

паралельна площині 𝑥𝑂𝑦 .  

 



 Перша достатня умова екстремуму функції двох змінних 

Теорема (перша достатня умова екстремума).  Нехай 𝑀0(𝑥0, 𝑦0)  — 

стаціонарна точка двічі неперервно диференційовної функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦) . 

Якщо  

𝑑2𝑓(𝑥0, 𝑦0) < 0 (𝑑2𝑓(𝑥0, 𝑦0) > 0) 

то в точці 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦) має строгий локальний максимум 

(мінімум).  

 

 Друга достатня умова екстремуму функції двох змінних 

Для того, щоб визначити другу достатню умову екстремума, розглянемо 

визначник, елементи якого є похідні другого порядку від функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦):  
2 2

2

2 2

2

f f

x yx

f f

x y y

 

 
 

 

  
 

Теорема (друга достатня умова екстремума). Якщо для функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦)  в 

стаціонарній точці 𝑀0(𝑥0, 𝑦0)  та у деякому її околі існують усі частинні 

похідні другого порядку від цієї функції та визначник ∆(𝑥, 𝑦) у цій точці 

додатний,  

∆(𝑥0, 𝑦0) =
𝜕2𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑥2
∙
𝜕2𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑦2
− (

𝜕2𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

> 0 

то функція  𝑀0(𝑥0, 𝑦0) сягає в точці 𝑀0(𝑥0, 𝑦0)  екстремуму. При цьому, якщо    

 
𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥2
> 0 то у стаціонарній точці функція має мінімум 

 
𝜕2𝑓(𝑥0,𝑦0)

𝜕𝑥2
< 0 то у стаціонарній точці функція має максімум 

Якщо ∆(𝑥0, 𝑦0) < 0, то функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦) в цій точці не має локального 

екстремума - функція має сідлову точку.  

Якщо ∆(𝑥0, 𝑦0) = 0 то наведена вище теорема не відповідає на питання про 

існування екстремума, і потрібні додаткові дослідження. 

 



 

 

 

 Локальний екстремум функції багатьох змінних 

Приклад. Дослідити функцію 2 2 4 6z x y x y     на локальний екстремум.  

Розв’язання. За необхідною умовою екстремуму перевіримо, чи має функція стаціонарні точки. Отже, 
визначимо похідні першого порядку: 

2 4;
z

x
x


 


   2 6

z
y

y


 


. 

Поклавши ці похідні рівними нулю, отримаємо систему рівнянь для обчислення координат стаціонарної точки: 

0

0

0,
2 4 0,

2 6 0.
0;

z

xx

z y

y


  

 
   


 

Звідси дістанемо, що стаціонарна точка 0 0 0( , )M x y має координати: 

0

0

2,

3.

x

y




 
 

За достатньою умовою перевіримо, чи є ця точка точкою локального ектремума. Для цього знайдемо всі похідні 
другого порядку і обчислимо їх значення у стаціонарній точці: 

2

2
2

z

x





, 

2

2
2

z

y





, 

2 2

0
z z

x y y x

 
 

   
. 

Тепер обчислимо  визначник: 

2 0
4

0 2
   . 

Виявилось, що визначник є додатним, отже, функція у стаціонарній точці сягає екстремуму. Оскільки 
2

2
2 0

z

x


 


, то має місце локальний мінімум. Обчислимо значення функції у точці 0(2, 3)M  : 

2 2
min 2 ( 3) 2 2 6 ( 3) 27z          . 

Приклад. Дослідити функцію 2 24 4 8z x y x y     на локальний екстремум. 

Розв’язання. Визначимо перші похідні функції і обчислимо координати стаціонарної точки з системи 

рівнянь, яку отримали у відповідності із вимогами необхідної умови екстремума: 

 

0 0

0 0

2 4,
2 4 0, 2,

8 8 0; 1.
8 8;

z
x

x xx

z y y
y

y


     

   
        


 

 

За достатньою умовою екстремума: 

2

2
2

z

x





, 

2

2
8

z

y


 


, 

2 2

0
z z

x y y x

 
 

   
, 

 

2 0
16 0

0 8
    


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Оскільки визначник від’ємний, то функція не має екстремуму. 



Теорема (Необхідні умови екстремуму функції 𝑛 змінних). Нехай функція 𝑢 =

𝑓 (𝑥1,  … ,  𝑥𝑛) визначена на множині 𝐷 ∈ ℝ𝑛,   якщо функція 𝑛 змінних 𝑢 =

𝑓 (𝑥1,  … ,  𝑥𝑛)  диференційована в точці 𝑀0 (𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0) то всі частинні похідні 

першого порядку в цій точці дорівнюють нулю:  

𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0) = 0, …, 
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0) = 0 

або 

𝑑𝑓(𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0) = 0 

Точку 𝑀0 (𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0) , для якої виконуються ці умови, називають 

стаціонарною точкою функції  𝑢 = 𝑓 (𝑥1,  … ,  𝑥𝑛)  

 

Теорема (Достатні умови екстремуму функції 𝑛 змінних). Достатніми 

умовами локального максимуму (мінімуму) двічі неперервно диференційовної 

функції 𝑢 = 𝑓 (𝑥1,  … ,  𝑥𝑛) в точці 𝑀0 (𝑥1
0, … , 𝑥𝑛

0) є від’ємна (додатня) 

визначеність  матриці Гессе: 

 

За критерієм Сильвестра, матриця Гессе 𝐻 у точці 𝑀0 додатно визначена тоді 

й тільки тоді, коли виконано умови: щоб всі мінори матриці Гессе, які 

розташовані у верхньому лівому куті матриці, були додатними, тобто 

 

і від’ємно визначена тоді й тільки тоді, коли всі мінори матриці, які 

розташовані у верхньому лівому куті матриці змінюють свій знак, тобто  



 

 

 36.6 Умовний екстремум функції двох змінних 

У попередій лекції ми знаходили локальні екстремуми функції багатьох 

змінних на всій області визначення, у випадку, коли аргументи функції є 

незалежними змінними (не зв’язані ніякими додатковими умовами). Такі 

екстремуми називають безумовними. На практиці часто зустрічаються задачі 

на знаходження екстремумів за певних умов, що накладено на змінні функції 

— умовних екстремумів 

 

Означення 1. Нехай функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦)  визначена на множині 𝐷 ∈ ℝ2  та 

точка 𝑀0(𝑥0, 𝑦0)  належить цій множині. Нехай також на незалежні змінні 

накладена певна умова: 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 - це рівняння називають рівнянням зв’язку. 

Задачa про знаходження екстремуму функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦) за умови, що змінні 

𝑥, 𝑦 задовольняють рівнянню 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 називається задача про умовний 

екстремум функції 

 

Означення 2. Точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0), яка задовольняє рівняння зв’язку 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 , 

називають точкою локального умовного максимуму (мінімуму) функції z =

𝑓(𝑥, 𝑦) , якщо існує окіл цієї точки 𝑈𝛿(𝑀0) такий, що для всіх точок 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈

𝑈𝛿(𝑀0), і таких, що задовольняють рівнянню 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 виконується 

нерівність 

𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥0, 𝑦0)  (𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑓(𝑥0, 𝑦0)) 

Геометричний зміст умовного екстремуму функції двох змінних є наступний: 

Нехай в області 𝐷 задано функцію z = 𝑓(𝑥, 𝑦) і лінію 𝛤 що лежить у цій 

області, яка описується рівнянням 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0. Задача про умовний екстремум 

функції полягає у знаходженні на лінії 𝛤  точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0), в якій значення z =

𝑓(𝑥, 𝑦) є найбільшим або найменшим порівняно зі значеннями цієї функції в 

інших точках лінії 𝛤, як показано на малюнку: 



 

 Методи знаходження умовного екстремуму 

Один з методів — метод виключення змінних знаходження умовного 

екстремуму функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦) при наявності зв’язку 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0  полягає в 

наступному.  

Якщо рівняння зв’язку 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0   можна розв’язати відносно однієї із 

змінних, тобто представити в явному вигляді цю змінну як функцію другої 

змінної, то підставивши розв’язок рівняння зв’язку у вираз для функції z =

𝑓(𝑥, 𝑦) , ми отримаємо нову функцію, яка залежить тільки від однієї змінної. 

Локальний екстремум цієї нової функції і буде умовним локальним 

екстремумом вхідної функції. Тобто, задача  пошуку умовного екстремума 

зводиться до розв’язання задачі про визначення локального екстремуму 

функції однієї змінної, як говорять, до пошуку безумовного екстремуму. 

 

Приклад. Знайти умовний екстремум функції 𝑧 = 𝑥𝑦, якщо 𝑥 + 𝑦 = 1. 

Розв’язання. В даному випадку можна з рівняння зв’язку одну змінну 

виразити через іншу й підставити у функцію, а потім дослідити її на 

звичайний екстремум. Отже, з рівняння зв’язку маємо 𝑦 = 1 − 𝑥.  

Підставляємо у функцію 𝑧 = 𝑥𝑦. Дістали функцію від однієї змінної 𝑧 =

𝑥(1 − 𝑥) = 𝑥 − 𝑥2.  

Визначаємо похідну 𝑧𝑥
′ = 1 − 2𝑥. Тоді критична точка  𝑧𝑥

′ = 0, 1 − 2𝑥 = 0, 

𝑥 =
1

2
 . Ця точка є точкою максимуму (похидна змінює знак з «+» на  «-» при 

переході через 𝑥 =
1

2
). Отже, при  𝑥 =

1

2
 знаходимо значення функції: 𝑧𝑚𝑎𝑥 =



(
1

2
) − (

1

2
)
2
=
1

4
. 

 

 Метод множників Лагранжа для функції двох змінних 

Наведений вище метод знаходження умовного екстремуму не завжди 

прийнятний, оскільки не кожне рівняння зв’язку можна задати явно як 

функцію змінної 𝑥 чи 𝑦. У загальному випадку умовний екстремум знаходять 

іншим способом — методом множників Лагранжа.  

Якщо рівняння зв’язку не можна розв’язати відносно деякої змінної, то щоб 

знайти умовний екстремум функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦)  при наявності співвідношення  

𝜑(𝑥, 𝑦) = 0, складають так звану функцію Лагранжа: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜑(𝑥, 𝑦) 

де 𝜆 — деяке число — множник Лагранжа. 

 

Теорема (необхідні умови умовного екстремуму). Нехай точка 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) — 

точка умовного екстремуму функції z = 𝑓(𝑥, 𝑦) яка задовольняє рівнянню 

зв’язку 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 і 

1) в околі точки 𝑀0 існують неперервні частинні похідні функцій 𝑓(𝑥, 𝑦) і 

𝜑(𝑥, 𝑦);   

2) точка 𝑀0 не є особливою для кривої 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0, тобто 
𝜕𝜑

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0; 

тоді необхідні умови екстремуму сводяться до системи трьох рівнянь: 
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Теорема (достатні умови умовного екстремуму). Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) і 𝜑(𝑥, 𝑦) — 

двічі неперервно диференційовні в околі стаціонарної точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝜆0) 

функції Лагранжа  

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜑(𝑥, 𝑦) 

тоді, якщо 



𝑑2𝐹(𝑥0,𝑦0,𝜆0)<0
𝜑(𝑥0,𝑦0)=0

 або (
𝑑2𝐹(𝑥0, 𝑦0, 𝜆0) > 0

𝜑(𝑥0, 𝑦0) = 0 
) 

то в точці 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) функція z = 𝑓(𝑥, 𝑦) має локальний умовний максимум 

(мінімум) за умови 𝜑(𝑥, 𝑦) = 0 

 

Достатні умови умовного екстремуму функції двох змінних можна подати в 

матричній формі. Складаємо й обчислюємо визначник третього порядку:   

0 x y

x xx xy

y xy yy

F F

F F

 





 

   

  
 

де його елементами є значення частинних похідних у критичній точці; якщо 

∆> 0, то маємо умовний максимум, а якщо ∆< 0, то маємо умовний мінимум.  

 

Приклад. Знайти екстремум функції 𝑓 = 𝑥 + 𝑦 за умови, що 9𝑥2 + 4𝑦2 = 13 

Розв'язання. Утворимо функцію Лагранжа 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑥 + 𝑦 + 𝜆(9𝑥2 + 4𝑦2 − 13) 

і знайдемо її частинні похідні першого порядку: 

𝐹𝑥
′(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 1 + 18𝜆𝑥 та 𝐹𝑦

′(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 1 + 8𝜆𝑦 

Враховуючи рівняння зв’язку, ми одержуємо систему рівнянь для визначення 

координат стаціонарних точок функції Лагранжа: 
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Розв’язавши останнє рівняння системи, знайдемо, що 𝜆 = ±
1

12
. Тобто, маємо 

для функції Лагранжа стаціонарці точки: 𝑀1(−
2

3
, −

3

2
) та 𝑀2(

2

3
,
3

2
) .  

 Для перевірки виконання достатньої умови екстремуму обчислимо 

визначник ∆  у точках  𝑀1 і 𝑀2 (знайдемо: 𝐹𝑥𝑥
′′ , 𝐹𝑥𝑦

′′ , 𝐹𝑦𝑦
′′ , 𝜑𝑥

′ , 𝜑𝑦
′  для складання 



∆). Звідси в точці ∆(𝑀1) = −312 < 0, отже функція досягає  мінімуму, 

𝑓𝑚𝑖𝑛(𝑀1) = −
2

3
−
3

2
= −

13

6
. В точці ∆(𝑀2) = 312 > 0, отже в цій точці функція 

досягає максимуму:  𝑓𝑚𝑖𝑛(𝑀2) =
2

3
+
3

2
=
13

6
.  

 

 Метод множників Лагранжа застосовується і для знаходження умовного 

екстремуму функції довільної кількості змінних. Нехай потрібно знайти 

умовний екстремум функції 𝑛 змінних 𝑢 = 𝑓(𝑥1,  … ,  𝑥𝑛) при наявності 𝑚 

рівнянь зв’язку  

 
де 𝑛 < 𝑚 . Тоді функція Лагранжа записується у вигляді 

𝐹(𝑥1,  … ,  𝑥𝑛; 𝜆1,  … ,  𝜆𝑚)

= 𝑓(𝑥1,  … ,  𝑥𝑛) + 𝜆1𝜑(𝑥1,  … ,  𝑥𝑛) + ⋯+ 𝜆𝑚𝜑(𝑥1,  … ,  𝑥𝑛) 

𝜆1,  … ,  𝜆𝑚— множники Лагранжа. Стаціонарні точки знаходять із системи 

𝑛 + 𝑚 рівнянь: 

 
Достатні умови існування умовного екстремуму у знайдених точках 

визначають за знаком другого диференціала функції Лагранжа. Часто 

наявність умовного екстремуму у стаціонарних точках можна визначити з 

фізичних або геометричних міркувань. 

 



 36.7 Найменше та найбільше значення функції на замкненій області 

При визначенні екстремуму функції кількох змінних, яка неперервна на 

певній замкненій множині, виникає питання про обчислення найбільшого та 

найменшого значення, яке може приймати функція на цій  множині. У 

загальному вигляді питання про глобальний мінімум та глобальний максимум є 

досить складним, оскільки функція може досягати цих значень на границі 

області, що ускладнює дослідження.  

 

При визначенні найбільшого та найменшого значень функції на замкненій 

області можна дотримуватися такої схеми:  

1) знайти стаціонарні точки функції і перевірити, чи належать вони тій 

замкненій області, для якої проводиться дослідження;  

2) якщо стаціонарні точки є внутрішніми точками області, за достатньою 

умовою перевірити, чи є ці точки точками локального екстремуму;  

3) розв’язати задачу на умовний екстремум, де рівнянням зв’язку є 

рівнянням, що описує межу області, для якої проводиться дослідження;  

4) порівняти значення функції у точках локальних (умовного та 

безумовного) екстремумів. 

 


