
ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

Лекція 37. Диференціальні рівняння першого порядку 

 

 37.1 Означення 

 Диференціальним рівнянням (ДР) називають рівняння, яке пов’язує 

незалежну змінну x , шукану функцію y  та її похідні (або диференціали): 
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 Порядок диференціального рівняння визначається найвищим порядком 

похідної (диференціала) цього рівняння. 

 Приклади: 

 𝑦′ − 4𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 + 4 - Найстарша похідна в рівнянні є 𝑦′, тому порядок 

дорівнює один. Його називають звичайним диференціальним рівнянням 

першого порядку; 

 𝑥2𝑦‴ − 3𝑥𝑦″ + 𝑥𝑦′ − 3𝑦 = sin⁡𝑥 - Найстарша похідна в рівнянні є 𝑦′′′ , 

тому порядок дорівнює три. Його називають звичайним диференціальним 

рівнянням третього порядку; 

 
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𝑥4
𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 + 4𝑥 − 12 - Найстарша похідна в 

рівнянні є 𝑦(4), тому порядок дорівнює чотири. Його називають 

звичайним диференціальним рівнянням четвертого порядку. 

 

 Диференціальне рівняння (1) або (2) називають рівняння, яке записане у 

неявній формі.  

 Диференціальне рівняння, яке розв’язано відносно найстаршої похідної 

називають рівнянням записаним у явній формі. 

  𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥; 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛−1)) (3) 

Нехай у функціях 𝐹 і 𝑓 змінна 𝑥 визначена на множині 𝐺 ∈ ℝ.  



 Розв’язком диференціального рівняння називається така 

диференційована в 𝐺 функція  xy   , яка при підстановці у це рівняння 

перетворює його на тотожність для всіх 𝑥 ∈ 𝐺. 

 Процес знаходження розв’язку диференціального рівняння називається 

інтегруванням диференціального рівняння. 

 Графік розв’язку диференціального рівняння називається інтегральною 

кривою.  

  Приклади:  

1. Розглянемо диференціальне рівняння першого порядку 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦′ = 2𝑥, 

Очевидно що днією з функцій, яка має похідну, що дорівнює 2𝑥⁡є 𝑦 = 𝑥2 , 

тому ця функція вважається розв’язком диференціального рівняння. 

Аналогічно, легко показати, що функції 𝑦 = 𝑥2 + 𝐶, де 𝐶 довільнa стала також 

є рішеннями даного рівняння. Таким чином, диференціальне рівняння має 

безліч рішень, які в данному випадку відрізняються на сталу 𝐶.  

 Інтегральними кривими є параболи: 

 

2. Розглянемо диференціальне рівняння другого порядку 

𝑦′′ + 𝑦⁡ = ⁡0 

Перевіримо, що функція 𝑦 = sin 𝑥 є рішенням диференціального рівняння. 



Двічі продиференціюємо функцію 𝑦 = sin 𝑥⁡, 𝑦′ = cos 𝑥, 𝑦" = −sin⁡𝑥 , і 

підставимо в рівняння 𝑦" + 𝑦 = 0 :  

  −sin 𝑥 ⁡+ sin 𝑥 ⁡= ⁡0. 

Здобули тотожність.  

Аналогічно, легко показати, що функції 𝑦 = 𝐶1 sin 𝑥 і 𝑦 = 𝐶2 cos 𝑥, де 𝐶1 і 𝐶2 

довільні постійні також є розв’язками даного рівняння.  

 Зауважемо що рівняння першого порядку в розв’язку має одну довільну 

сталу  

   Cxy , ,  (4.1) 

а розв’язок рівняння другого порядку містить дві довільні сталі  

   21,, CCxy  .  (4.2) 

 Можно припустити що в розв’язком рівняння (1) або (2) буде функція що 

містить стільки довільних сталих яким є порядок рівняння: 

   nCCCxy ,...,,, 21  (4.3) 

 Розв’язки (4.1), (4.2) та (4.3) називаються загальними розв’язками 

диференціальних рівнянь.  

 Особливісттю загальних розв'язків є явна залежність шуканої функції 𝑦 

від 𝑥. Проте можуть бути і такі рівняння розв'язок яких вдається записати 

лише у неявній формі, тобто  

  Φ(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 0 (5.1) 

  Φ(𝑥, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2) = 0 (5.2) 

  Φ(𝑥, 𝑦, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) = 0 (5.3) 

Розв’язки (5.1), (5.2) та (5.3) називаються загальними інтегралами 

диференціальних рівнянь. 

 Спочатку зосередимо нашу увагу на звичайних диференціальних 

рівняннях першого порядку.  



  37.2 Частинний розв’язок. Теорема про існування і єдність розв’язку 

диференціальнoго рівняння першого порядку. Особливі розв’язки 

 У загальному випадку диференціальне рівняння першого порядку можна 

записати у вигляді 

  𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) (6) 

 Загальний розв’язок диференціального рівняння, має форму 

  𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶) (7) 

Повернемося до прикладу рівняння 𝑦′ = 2𝑥, де інтегральними кривими є 

параболи 𝑦 = 𝑥2 + 𝐶 (тобто сімейство розв’язків диференціального рівняння).  

Ми вільні у виборі будь-якого розв’язку, яке ми бажаємо, 𝐶 = 𝐶0; наприклад, 

𝐶0 = 3: 

𝑦 = 𝑥2 + 3 

Тоді це один розв’язок з сімейства розв’язків цього диференціального 

рівняння.  

 Такий розв’язок ще називається частинним розв’язком 

диференціального рівняння, тобто розв’язок вигляду 

  𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶0) (8) 

Якщо загальний розв’язок диференціального рівняння знайдено в неявному 

вигляді, Φ(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 0, тобто загальний інтеграл рівняння, то рівність 

Φ(𝑥, 𝑦, 𝐶0) = 0 у цьому випадку називають частинним інтегралом рівняння. 

Як видно, конкретний розв’язок часто можна однозначно ідентифікувати, 

якщо надати додаткову інформацію про проблему, наприклад: 

  𝑦⁡(𝑥0) = ⁡𝑦0 (9) 

 Як приклад, покажемо знаходження частинного розв’язку 

диференціального рівняння 𝑦′ = 2𝑥 при умові, що 𝑦⁡(2) = ⁡7:  

 Підставляємо значення 𝑥 = 2 і 𝑦 = 7 в рівняння загального розв'язку та 

розв’язуємо для C: 

𝑦 = 𝑥2 + 𝐶, 7 = 22 + 𝐶,  7 = 4 + 𝐶,  𝐶 = 3 

Отже, частинний розв’язок, 𝑦 = 𝑥2 + 3. Геометрично, інтегральна крива 



парабола проходить через точку (2,7). 

 Таким чином, з незкінченної множини інтегральних кривих 𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶) 

– загального розв’язку диференціального рівняння, ми вибрали тільки одну 

𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶0) – частинний розв’язок, яка відповідає заданим умовам 𝑦⁡(𝑥0) =

⁡𝑦0. 

 Умова 𝑦⁡(𝑥0) = ⁡𝑦0 або 𝑦|𝑥=𝑥0 ⁡= ⁡ 𝑦0 називається початковою умовою.  

 Задача про знаходження розв’язку диференціального рівняння (6), який 

задольняє заданій початковій умові (9), тобто знаходження частинного 

розв’язку (8) називається задачою Коші.  

 Існування і єдність розв’язку цієї задачі визначається теоремою Пікара-

Коші:  

 Теорема: Якщо функция 𝑓(𝑥, 𝑦) диференціального рівняння (6) 

визначена в області 𝐺 і разом із своєю частинною похідною 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 або 𝑓𝑦

′(𝑥, 𝑦)  

неперевні в будь-якій точці (𝑥0, 𝑦0) що належить області 𝐺 та її околі, то існує 

і притому єдиний розв’язок (8) цього рівняння, який задовільняє початковій 

умові (9).  

 З геометричної точки зору теорема 

стверджує, що при виконанні умов теореми через 

кожну внутрішню точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) області 𝐺 

проходить єдина інтегральна крива. Якщо 

зафіксувати 𝑥0 і змінювати 𝑦0 , не виходячи при 

цьому з області G , то одержуватимемо різні 

інтегральні криві 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 



 

 

 

 
 

 Точки, у яких порушуються умови теореми Пікара-Коші, називаються 

особливими точками. 

Через такі точки або взагалі не проходить жодна інтегральна крива, або 

проходить кілька інтегральних кривих. 

 Розв’язок, у кожній точці якого порушується єдність розв’язку задачі 

Коші, називаються особливими розв’язком. 

Зауваження: Особливий розв’язок не може бути отриманий із загального 

розв'язку при жодному значенні довільної сталої 𝐶 . Особливі розв’язки 

можуть з’явитися серед розв’язків, загублених в результаті перетворень 

даного рівняння в процесі його інтегрування.  

Якщо рівняння має особливий розв’язок, то воно має властивість, що воно 

могло б бути включене в загальний розв’язок, якби допускалося  𝐶 = 𝐶(𝑥). 

 Графік особливого розв’язку називають особливою інтегральною 

кривою.  

Щоб з’ясувати її геометричний зміст, введемо поняття обвідної. Нехай задано 

рівняння  

  Φ(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 0, (*) 

де 𝑥, 𝑦 – змінні декартові координати, а 𝐶 – параметр. Це рівняння визначає 



сім’ю кривих, які залежать від одного параметра, або, як часто кажуть, 

однопараметричну сім’ю кривих 

Лінія 𝐿⁡ називається обвідною 

однопараметричної сім’ї кривих (*), якщо 

вона в кожній своїй точці дотикається до 

однієї з кривих і якщо в різних точках 

вона дотикається до різних кривих (рис.) 

 Виявляється, що особлива інтегральна крива геометрично є обвідною 

сім’ї інтегральних кривих диференціального рівняння, визначених його 

загальним розв’язком. 

1. Попередній рисунок ілюструє особливий розв’язок диференціального 

рівняння:  

𝑦′ = √𝑦 

Дійсно, загальний розв’язок цього рівняння це сім’я інтегральних кривих, 

парабол 𝑦 = (
𝑥

2
+ 𝐶)

2
. Крім того, очевидно, що це рівняння має також 

розв’язок 𝑦 = ⁡0. Цей розв’язок особливий, бо функція 𝑓’𝑦 =
1

2√𝑦
 при 𝑦 = ⁡0 

має розрив. Пряма 𝑦 = ⁡0 дотикається до сім’ї парабол 𝑦 = (
𝑥

2
+ 𝐶)

2
 і є її 

обвідною. 

2. Рівняння 𝑦′ =
𝑦

𝑥
 має безліч загальний 

розв’язок 𝑦⁡ = ⁡𝐶𝑥 – це сім’я прямих,  

що проходять через точку (0;0). Права частина 

рівняння задовольняє умови теореми Пікара-

Коші, якщо 𝑥⁡ ≠ ⁡0. Тому через кожну точку, 

яка не лежить на осі Oy , проходить єдина 

інтегральна крива (пряма). Точка (0;0) – 

особлива, через неї проходить безліч 

інтегральних кривих.  



Особливими будуть також точки (0;⁡𝑦0) , де 𝑦0 ≠ ⁡0. Через ці точки не 

проходить жодної інтегральної кривої. 

 

 37.3 Геометричний зміст диференціальних рівнянь першого порядку. 

Розв’язання диференціальних рівнянь методом ізоклін 

Нехай задано диференціальне рівняння (6):  

  𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)  

Якщо рівняння (6) не інтегрується у квадратурах (через інтеграли в 

елементарних функціях) або його розв’язок має дуже складну будову і, отже, 

ним важко користуватись, для аналізу поведінки інтегральних кривих, то 

можна скористатися геометричною інтерпретацією самого рівняння. 

 

Врахуємо геометричний зміст похідної 𝑦′ - кутовий коефіцієнт дотичної 

𝑦′ = tg⁡𝛼 

 до кривої 𝑦⁡ = ⁡𝜑(𝑥), що є розв’язком рівняння (6). 

 

Порівняємо ліву та праву частини тотожностей, тобто  

𝑓(𝑥, 𝑦) = tg⁡𝛼 

Кажуть, що диференціальне рівняння (6) задає поле напрямів. 

Виходить, що сама інтегральна крива 𝑦⁡ = ⁡𝜑(𝑥) невідома (диференціальне 

рівняння потребує розв’язку), але відомі кутові коефіцієнти дотичних до 

шуканої кривої. 

Враховуючи, що загальний розв’язок 

𝑦⁡ = ⁡𝜑(𝑥, 𝐶), маємо геометричну 

інтерпретацію диференціального 

рівняння першого порядку, де 

стрілками зображено поле напрямів.  

 

Або для всієї області задання 𝐺⁡ 

диференціального рівняння першого порядку маємо таке поле напрямів. 



Отже, інтегральна крива, що проходить через 

точку 𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺, відрізняється від усіх 

інших кривих, які проходять через цю точку, 

тим, що напрям дотичної у даній точці до 

інтегральної кривої збігається з напрямом 

поля, яке задає дане диференціальне 

рівняння.  

 

Тому геометрично інтегрування дифе-ренціального рівняння полягає у 

знаходженні кривих, дотичні до яких у кожній своїй точці збігаються з 

напрямом поля. 

 Звідси випливає геометричний метод розв’язання диференціального 

рівняння першого порядку - метод ізоклін.  

Ізокліни - це геометричні місця точок кривих, у яких дотичні до цих кривих 

зберігають сталий напрям.  

Рівняння ізокліни для рівняння (6) має вигляд  

  𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑘 (10) 

де 𝑘 – довільна стала. 

Змінюючи в (10) значення 𝑘, одержимо множину ізоклін на площині Oxy. За 

допомогою ізоклін і відомих сталих кутів (𝑘 = 𝑡𝑔 𝛼) нахилу дотичних до 

інтегральних кривих, які їх перетинають, можна відтворити якісну картину 

поля інтегральних кривих досліджуваного рівняння. 

 

 Приклад За допомогою ізоклін побудувати інтегральні криві 

диференціального рівняння 

𝑦′⁡ = ⁡𝑥⁡ + ⁡𝑦 

Для ДР маємо 

𝑥 + ⁡𝑦 = ⁡tg⁡𝛼 

Задаючи різні значення кута α, дістанемо рівняння відповідних ізоклін, у 



точках яких напрям поля визначається заданим кутом. Як правило, для 

отримання схематичної фазової картини достатньо задати кілька «зручних» 

значень кута, наприклад: 

𝛼 = 0° → ⁡𝑦 = −𝑥 

𝛼 = 45° → ⁡𝑦 = 1 − 𝑥 

𝛼 = −45° → ⁡𝑦 = −1 − 𝑥 тощо 

Зауважимо, що права частина ДР визначена для всіх (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, тому 

ізокліни, що відповідала б куту 𝛼 = ⁡90°, не існує (іншими словами, в жодній 

точці фазової площини дотичні до інтегральних кривих не є 

перпендикулярними до осі абсцис). 

Напрям поля в точках фазової площини прийнято позначати стрілками. Ці 

стрілки слід зображати так, щоб у кожній точці ізокліни, рівняння якої 

задається рівністю 𝑥 + ⁡𝑦 = ⁡tg⁡𝛼, напрям стрілки утворював кут α із додатним 

напрямом осі абсцис. 

(1) Таким чином, у точках ізокліни 𝑦 =

−𝑥 стрілки будуть співнапрямленими з 

віссю абсцис, оскільки ця ізокліна 

відповідає куту 𝛼 = 0°. 

(2) Стрілки в точках ізокліни 𝑦 = 1 − 𝑥 

будуть співнапрямленими з додатним 

напрямом бісектриси І та ІІІ 

координатних чвертей, оскільки ця 

ізокліна відповідає куту 𝛼 = 45°. 

(3) Стрілки в точках ізокліни 𝑦 = −1 −

𝑥 будуть співнапрямленими з додатним 

напрямом бісектриси ІІ та ІV координатних чвертей, оскільки ця ізокліна 

відповідає куту 𝛼 = −45°. 

Тепер підсумуємо вищенаведене дослідження схематичним малюнком 

фазової картини для ДР, зобразивши інтегральні криві на підставі 

побудованих ізоклін і отриманого поля напрямів (рис.). 



 37.4 Інтегровані типи диференціальних рівнянь першого порядку 

 

Класифікація диференціальних рівнянь першого порядку 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) що 

допускають розв’язання в інтегралах або інтегровані типи диференціальних 

рівнянь: 

1. Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними. 

2. Однорідні диференціальні рівняння. 

3. Лінійні диференціальні рівняння. 

4. Диференціальні рівняння Бернуллі. 

 

Спочатку окремо розглянемо випадок, коли диференційні рівняння, які не 

містить шукану функцію,  

𝑦′ = 𝑓(𝑥) 

Загальний розв’язок цього рівняння отримаємо, інтегруючи по обидві його 

частини, тобто 

𝑦 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + С. 

 Приклад. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння: 

{
𝑦′ = 𝑒−𝑥

𝑦(0) = 2
. 

𝑦 = ∫𝑒−𝑥𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥 + 𝐶,  𝐶 ∈ ℝ. 

𝑦⁡ = ⁡−⁡𝑒−𝑥 ⁡+ ⁡𝐶, 

2⁡ = ⁡−⁡1⁡ + ⁡𝐶 ⇒ 𝐶 = 3.  

 Отже, розв’язання задачі Коші: 𝑦 = 3 − 𝑒−𝑥. 

 

 37.4.1 Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними 

Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними мають вигляд: 

     ygxfy  , (11) 

де   xf  і  yg задані і неперервні на деякому інтервалі функції. Вважаючи, 



що  
dx

dy
y   , дістанемо 

     ygxf
dx

dy
   

 або  

  
 

 dxxf
yg

dy
 ,   0yg  (12) 

 Рівняння (12) називається рівнянням з відокремленими змінними. 

 

Інтегруючи обидві частини останнього рівняння отримаємо загальний 

інтеграл диференціального рівняння з відокремлюваними змінними: 

  
 

    Cdxxf
yg

dy
. (13) 

 Диференціальне рівняння (14) є окремим випадком рівняння виду: 

  𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 (14) 

якщо    yNxMyxP 11),(   і     yNxMyxQ 22),(  . Тоді рівняння виду з 

відокремлюваними змінними має вигляд: 

          02211  dyyNxMdxyNxM  

 Для відокремлення змінних у цьому рівнянні досить обидві його частини 

поділити на добуток     xMyN 21  , де     0;0 21  xMyN .  

Звідки 

  
 
 

 
 

0
1

2

2

1  dy
yN

yN
dx

xM

xM
 (15) 

Інтегруючи обидві частини останнього рівняння отримаємо загальний 

інтеграл диференціального рівняння: 

  
 
 

 
    Cdx
xM

xM
dy

yN

yN

2

1

1

2 . (16) 

Зауваження. Ділення на    xMyN 21   може призвести до втрати розв’язків, 

що обертають у нуль цей добуток. Тому щоб отримати повне рішення, 

необхідно розглянути коріння рівнянь 𝑁1(𝑦) = 0, 𝑀2(𝑥) = 0. 



 

 

 



 

 
Приклад 3.  Розв’язати задачу Коші: 

      112
2222  ydxyxyyxyx . 

 Розв’язання. 

Для того, щоб відокремити змінні, треба спочатку винести за дужки 

співмножники в кожній з частин рівняння, тобто 2
x  та 2

y  з лівої і правої 

частин рівняння відповідно, а потім розділити рівняння на  22
yx   і 

проінтегрувати  

   

   
,

yx

dxxy

yx

dyyx

,dxxydyyx

22

2

22

2

22

11

11








 

 





dx
x

x
dy

y

y

22

11
,    























 dx

xx
dy

yy 22

1111
, 

C
x

xln
y

yln 
11

,   

 C
xyx

y
ln

11
 загальний розв’язок. 

 Підставимо початкові умови в загальний розв’язок та отримаємо 

частинний розв’язок рівняння 

2
1

1

1

1

1

1
 CCln , 

 2
11

xyx

y
ln  частинний розв’язок. 



 37.4.2 Однорідні диференціальні рівняння 

Функція  yxf ,  називається однорідною функцією n го виміру відносно 

змінних x  та y , якщо для довільного 0t  виконується тотожність: 

   yxftytxtf n ,,  . 

 

 Диференціальне рівняння 

   yxfy ,  (17) 

 називається однорідним, якщо функція  yxf ,  є однорідною функцією 

нульового виміру, тобто,  

       yxfyxftytxtf ,,, 0  . 

 Підстановкою 
x

tuxuyuxy
1

,,  , де  xu невідома функція, 

рівняння (17) зводиться до рівняння з відокремленими змінними: 

  x

dx

uuf

du


,1
. 



 

 

Зауваження: Диференціальні рівняння вигляду 

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

будуть однорідними рівняннями, якщо 𝑃(𝑥, 𝑦) та 𝑄(𝑥, 𝑦) є однорідними 

функціями однакового виміру. 

 Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння 

𝑦′ +
𝑥+𝑦

𝑥+2𝑦
= 0. 

Запишемо рівняння у вигляді 



𝑦′ = −
𝑥 + 𝑦

𝑥 + 2𝑦
. 

Функція 𝑓(𝑥, 𝑦) = −
𝑥+𝑦

𝑥+2𝑦
 – однорідна нулевої ступені. Дійсно, 

𝑓(𝑡𝑥, 𝑡𝑦) = −
𝑡𝑥 + 𝑡𝑦

𝑡𝑥 + 2𝑡𝑦
= −

𝑥 + 𝑦

𝑥 + 2𝑦
= 𝑡0𝑓(𝑥, 𝑦),⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑚 = 0. 

Зробимо заміну 

𝑦

𝑥
= 𝑢. 

Тоді 𝑦 = 𝑥𝑢 и 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
.  

Підставяючи в рівняння, отримуємо  

𝑢 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+

1 + 𝑢

1 + 2𝑢
= 0 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= −

2𝑢2 + 2𝑢 + 1

1 + 2𝑢
. 

Відокремлюімо змінні та інтегруємо, знаходимо: 

(1 + 2𝑢)𝑑𝑢

2𝑢2 + 2𝑢 + 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
 

1

2

𝑑(2𝑢2 + 2𝑢 + 1)

2𝑢2 + 2𝑧 + 1
= −

𝑑𝑥

𝑥
 

1

2
ln|2𝑢2 + 2𝑢 + 1| + ln|𝑥| = ln 𝐶,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝐶 > 0 

ln|2𝑢2 + 2𝑢 + 1| + ln|𝑥|2 = ln𝐶2,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝐶 > 0 

|2𝑢2 + 2𝑢 + 1|𝑥2 = 𝐶2,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝐶 > 0. 

Підставляючи  
𝑦

𝑥
= 𝑢 отримуємо 

|2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥2| = 𝐶2⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝐶 > 0. 

2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥2 = ±𝐶2. 

Перепозначимо ±𝐶2 через 𝐶. Тоді загальний інтеграл рівняння: 

2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 𝑥2 = 𝐶,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝐶 ≠ 0.⁡ 



Втрати рішень у процесі інтегрування не відбулося, оскільки 2𝑢2 + 2𝑢 + 1 ≠
0 ∀𝑢, а 𝑥 = 0 не є розв'язком. 

 

 Диференціальні рівняння що зводядться до однорідного 

диференціального рівняння 

Такі рівнення мають вигляд: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 (

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1)
) 

1. Якщо 
𝑎

𝑎1
⁡≠

𝑏

𝑏1
 рівняння перетворюється на однорідне диференціальне 

рівняння шляхом переміщення початку системи координат у точку перетину 

заданих прямих 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 та 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1 = 0. 

 

 Приклад. Розв’язати диференціальне рівняння  

𝑦′ =
2𝑥 + 1

3𝑦 + 𝑥 + 2
. 

Тут чисельник і знаменник є рівняннями прямих, що перетинаються.  

 

Це диференціальне рівняння можна перетворити в однорідне після 

перетворення координат. Нехай нова і стара координати пов'язані 

𝑋 

𝑌 



відношеннями 

𝑥 = 𝑋 + 𝛼, 𝑦 = 𝑌 + 𝛽. 

Константи 𝛼 і 𝛽 визначимо пізніше. Підставивши ці співвідношення в 

рівняння, отримаємо 

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑(𝑌 + 𝛽)

𝑑(𝑋 + 𝛼)
=
𝑑𝑌

𝑑𝑋
 

Диференціальне рівняння в нових координатах стає 

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

2(𝑋 + 𝛼) + 1

3(𝑌 + 𝛽) + 𝑋 + 𝛼 + 2
=

2𝑋 + 2𝛼 + 1

3𝑌 + 𝑋 + 𝛼 + 3𝛽 + 2
. 

Це рівняння буде однорідним, якщо ми виберемо постійні 𝛼 і 𝛽 так, що 

{
2𝛼 + 1 = 0

𝛼 + 3𝛽 + 2 = 0
. 

Розв'язуючи останню систему, знаходимо {
𝛼 = −

1

2

𝛽 = −
1

2

 

При цих значеннях диференціальне рівняння записується в такий спосіб: 

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

2𝑋

3𝑌 + 𝑋
. 

Це рівняння є однорідним, тому ми можемо зробити заміну 𝑌 = 𝑢𝑋, де 𝑢 – це 

функція 𝑋 . Звідки, 𝑑𝑌 = 𝑋𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑋. Тоді маємо 

𝑋𝑑𝑢 + 𝑢𝑑𝑋

𝑑𝑋
=

2𝑋

3𝑌 + 𝑋
,⇒ 𝑋

𝑑𝑢

𝑑𝑋
+ 𝑢 =

2

3𝑢 + 1
. 

Чисельник і знаменник у правій частині розділили на 𝑋. Ми можемо 

перевірити, що 𝑋 = 0 або 𝑥 = 𝑋 + 𝛼 = −
1

2
 не є розв’язком диференціального 

рівняння 

Деякі перетворення дають 

𝑋
𝑑𝑢

𝑑𝑋
=

2

3𝑢 + 1
− 𝑢,⇒ 𝑋

𝑑𝑢

𝑑𝑋
=
2 − 3𝑢2 − 𝑢

3𝑢 + 1
. 

Ми можемо розкласти квадратичну функцію в чисельнику правої частини на 

добуток одночленів: 

2 − 3𝑢2 − 𝑢 = 0,⇒ 𝐷 = 1 − 4 ⋅ (−3) ⋅ 2 = 25,⇒ 



𝑢1,2 =
1 ± √25

−6
=
1 ± 5

−6
= −1⁡та⁡

2

3
. 

Звідки, 

2 − 3𝑢2 − 𝑢 = −3(𝑢 + 1)(𝑢 −
2

3
) = (𝑢 + 1)(2 − 3𝑢). 

Тоді 

𝑋
𝑑𝑢

𝑑𝑋
=
(𝑢 + 1)(2 − 3𝑢)

3𝑢 + 1
. 

Розділивши змінні, ми можемо написати: 

3𝑢 + 1

(𝑢 + 1)(2 − 3𝑢)
𝑑𝑢 =

𝑑𝑋

𝑋
. 

Інтегруємо задане рівняння: 

∫
3𝑢 + 1

(𝑢 + 1)(2 − 3𝑢)
𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑋

𝑋
. 

Тепер ми перетворимо підінтегральну функцію в лівій частині. 

Використовуємо метод невизначених коефіцієнтів, щоб представити 

підінтегральне вираз як суму правильних раціональних дробів: 

3𝑢 + 1

(𝑢 + 1)(2 − 3𝑢)
=

𝐴

𝑢 + 1
+

𝐵

2 − 3𝑢
,⇒ 

3𝑢 + 1 = 𝐴(2 − 3𝑢) + 𝐵(𝑢 + 1),⇒ 3𝑢 + 1 = 2𝐴 − 3𝐴𝑢 + 𝐵𝑢 + 𝐵,⇒ 

3𝑢 + 1 = (𝐵 − 3𝐴)𝑢 + 2𝐴 + 𝐵. 

Звідки, 

{
𝐵 − 3𝐴 = 3
2𝐴 + 𝐵 = 1

,⇒ {
𝐴 = −

2

5

𝐵 =
9

5

⁡. 

В результаті диференціальне рівняння записується так: 

−
2

5
∫

𝑑𝑢

𝑢 + 1
+
9

5
∫

𝑑𝑢

2 − 3𝑢
= ∫

𝑑𝑋

𝑋
. 

Після інтегрування обох сторін ми отримуємо 

−
2

5
ln⁡|𝑢 + 1| +

9

5
⋅ (−

1

3
)ln⁡|2 − 3𝑢| = ln⁡|𝑋| + ln⁡𝐶, 

⇒ −
2

5
ln⁡|𝑢 + 1| −

3

5
ln⁡|2 − 3𝑢| = ln⁡|𝑋| + ln⁡𝐶, 



де 𝐶 додатня дійсна стала. 

Перепишемо розв’язання в термінах змінних 𝑋 та 𝑌: 

−
2

5
ln⁡|

𝑌

𝑋
+ 1| −

3

5
ln⁡|2 − 3

𝑌

𝑋
| = ln⁡|𝑋| + ln⁡𝐶, 

⇒ −
2

5
ln⁡|

𝑌 + 𝑋

𝑋
| −

3

5
ln⁡|

2𝑋 − 3𝑌

𝑋
| = ln⁡|𝑋| + ln⁡𝐶, 

⇒ −
2

5
ln⁡|𝑌 + 𝑋| +

2

5
ln⁡|𝑋| −

3

5
ln⁡|2𝑋 − 3𝑌| +

3

5
ln⁡|𝑋| = ln⁡|𝑋| + ln⁡𝐶, 

⇒ 2ln⁡|𝑌 + 𝑋| + 3ln⁡|2𝑋 − 3𝑌| = −5ln⁡𝐶. 

Далі зручно позначати −5ln⁡𝐶 = ln⁡𝐶1, де 𝐶1 є довільним додатним числом. 

Отже, розв’язок можна записати у вигляді: 

2ln⁡|𝑌 + 𝑋| + 3ln⁡|2𝑋 − 3𝑌| = ln⁡𝐶1. 

Тепер повернемося до початкових змінних 𝑥, 𝑦. Отже, 

𝑋 = 𝑥 − 𝛼 = 𝑥 +
1

2
, 𝑌 = 𝑦 − 𝛽 = 𝑦 +

1

2
, 

ми отримаємо 

2ln⁡|𝑦 +
1

2
+ 𝑥 +

1

2
| + 3ln⁡|2(𝑥 +

1

2
) − 3(𝑦 +

1

2
)| = ln⁡𝐶1, 

⇒ 2ln⁡|𝑥 + 𝑦 + 1| + 3ln⁡|2𝑥 − 3𝑦 −
1

2
| = ln⁡𝐶1, 

⇒ 2ln⁡|𝑥 + 𝑦 + 1| + 3ln⁡|
4𝑥 − 6𝑦 − 1

2
| = ln⁡𝐶1, 

⇒ 2ln⁡|𝑥 + 𝑦 + 1| + 3ln⁡|4𝑥 − 6𝑦 − 1| − 3ln⁡2 = ln⁡𝐶1, 

⇒ ln⁡|(𝑥 + 𝑦 + 1)2 ⋅ (4𝑥 − 6𝑦 − 1)3| = ln⁡𝐶1 + 3ln⁡2. 

Праву частину можна записати ще раз у простішій формі: 

ln 𝐶1 + 3 ln 2 = ln 𝐶2 ⁡(𝐶2 > 0). 

Тоді остаточний загальний розв’язок вихідного диференціального рівняння в 

неявній формі задається формулою 

(𝑥 + 𝑦 + 1)2 ⋅ (4𝑥 − 6𝑦 − 1)3 = ±𝐶2 = 𝐶3. 

ву 𝐶3 це будь-яке ненульове число. 

 

2. Якщо 
𝑎

𝑎1
=

𝑏

𝑏1
, диференціальне рівняння перетворюється на рівняння з 

відокремлюваними змінними за допомогою зміни змінної: 



𝑢 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 

 

 Приклад. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 

(𝑥 + 𝑦 + 1)𝑑𝑥 + (4𝑥 + 4𝑦 + 10)𝑑𝑦 = 0 

Робимо наступну заміну: 

𝑥 + 𝑦 = 𝑢,⇒ 𝑦 = 𝑢 − 𝑥, 𝑑𝑦 = 𝑑𝑢 − 𝑑𝑥. 

Підставивши це в рівняння, отримаємо 

(𝑢 + 1)𝑑𝑥 + (4𝑢 + 10)(𝑑𝑢 − 𝑑𝑥) = 0. 

Звідки, 

𝑢𝑑𝑥 + 𝑑𝑥 + 4𝑢𝑑𝑢 + 10𝑑𝑢 − 4𝑢𝑑𝑥 − 10𝑑𝑥 = 0, 

−3𝑢𝑑𝑥 − 9𝑑𝑥 + 4𝑢𝑑𝑢 + 10𝑑𝑢 = 0, 

−3(𝑢 + 3)𝑑𝑥 + 2(2𝑢 + 5)𝑑𝑢 = 0, 

3𝑑𝑥

2
=
2𝑢 + 5

𝑢 + 3
𝑑𝑢. 

Проінтегруємо останнє рівняння: 

3

2
∫ 𝑑𝑥 = ∫

2𝑢 + 5

𝑢 + 3
𝑑𝑢 + 𝐶,⇒

3

2
∫ 𝑑𝑥 = ∫

2𝑢 + 6 − 1

𝑢 + 3
𝑑𝑢 + 𝐶,⇒ 

3

2
∫ 𝑑𝑥 = ∫ (2 −

1

𝑢 + 3
)𝑑𝑢 + 𝐶,⇒

3

2
𝑥 = 2𝑢 − ln⁡|𝑢 + 3| + 𝐶. 

Так як, 𝑢 = 𝑥 + 𝑦, остаточна відповідь у неявній формі записується так: 

3

2
𝑥 = 2(𝑥 + 𝑦) − ln|𝑥 + 𝑦 + 3| + 𝐶⁡  або 

𝑥

2
+ 2𝑦 − ln |𝑥 + 𝑦 + 3| + 𝐶 = 0. 

 


