
ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

Лекція 39. Диференціальні рівняння вищих порядків 

 

 39.1. Загальні поняття та означення 

  Диференціальним рівнянням 𝑛 –го порядку називається рівняння 

вигляду: 
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або, якщо воно розв’язане відносно старшої похідної 

  𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥; 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛−1)) (3) 

де функції 𝐹 і 𝑓 визначені і неперервні в деякій області 𝐺 зміни своїх 

аргументів. 

 Розв’язком диференціального рівняння (3) називається будь-яка 𝑛 разів 

неперервно-диференційовна функція 𝑦 = 𝜑(𝑥) , яка при підстановці в це 

рівняння обертає його в тотожність: 

  𝜑(𝑛)(𝑥) = 𝑓(𝑥; 𝜑(𝑥), 𝜑′(𝑥), 𝜑′′(𝑥), 𝜑′′′(𝑥), … , 𝜑(𝑛−1)(𝑥))  

 Загальним розв’язком диференціального рівняння 𝑛–го порядку (3) 

називається функція 𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛), де 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 - довільні сталі, 

яка задовольняє умовам: 

1. функція 𝜑(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) є розв’язком цього рівняння для будь-яких 

значень 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛; 

2. для будь-яких початкових умов 

  𝑦 (𝑥0) =  𝑦0, 𝑦′ (𝑥0) =  𝑦′0, …, 𝑦(𝑛−1) (𝑥0) =  𝑦0
(𝑛−1)

 (4) 

існують єдині значення сталих 𝐶1 = 𝐶1
0, 𝐶2 = 𝐶2

0, … , 𝐶𝑛 = 𝐶𝑛
0 такі, що функція 

𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶1
0, 𝐶2

0, … , 𝐶𝑛
0) є розв’язком цього рівняння і задовольняє початкові 



умови (4).  

 Будь-який розв’язок 𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶1
0, 𝐶2

0, … , 𝐶𝑛
0) рівняння (3), який отримано 

із загального розв'язку при конкретних значеннях сталих 𝐶1 = 𝐶1
0, 𝐶2 =

𝐶2
0, … , 𝐶𝑛 = 𝐶𝑛

0 називається частинним розв’язком. 

 Розв’язок диференціального рівняння (3), записаний у вигляді 

Φ(𝑥, , 𝑦, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) = 0 або Φ(𝑥, 𝑦, 𝐶1
0, 𝐶2

0, … , 𝐶𝑛
0) = 0 називається 

загальним або частинним інтегралом, відповідно. 

 Графік будь-якого розв'язку диференціального рівняння 𝑛–го порядку 

називається інтегральною кривою. 

 Загальний розв’язок диференціального рівняння (3) зображує множину 

інтегральних кривих; частинний розв’язок – одну інтегральну криву цієї 

множини. 

Задача знаходження розв'язку диференціального рівняння (3), який 

задовольняє заданим початковим умовам (4), називається задачею Коші. 

Теорема Кошi–Пiкара (Теорема про існування та єдності розв'язку). Якщо в 

диференціальному рівнянні (3) функція 𝑓(𝑥; 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛−1)) та її 

частинні похідні 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
, 

𝜕𝑓

𝜕𝑦′
, 

𝜕𝑓

𝜕𝑦′′, …, 
𝜕𝑓

𝜕𝑦(𝑛−1) неперервні в будь-якій точці та її 

околу, яка належить деякій області 𝐺 зміни змінних 𝑥; 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛−1) 

існує єдиний розв’язок y 𝑦 = 𝜑(𝑥) цього рівняння, який задовольняє 

початковим умовам (4).  

Геометричний зміст задачі Коші для диференціального рівняння другого 

порядку полягає в тому, що при виконанні умов теореми існує єдина 

інтегральна крива, яка проходить через точку (𝑥0, 𝑦0, 𝑦0
′ , 𝑦0

′′, 𝑦0′′′, … , 𝑦0
(𝑛−1)

). 

Прикладом, розв’язку задачі Коші диференціального рівняння 2-го порядку 

𝑦′′  =  𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑦′), 

яке задовольняє наступні початкові умови: 𝑦 (𝑥0) =  𝑦0, 𝑦′ (𝑥0) =  𝑦′0 є з 



геометричної точки зору те, що в сім’ї 

інтегральних кривих слід знайти криву 𝐿 , яка 

проходить через т. 𝑀0( 𝑥0, 𝑦0) , і таку, що 

кутовий коефіцієнт дотичної до кривої 𝐿 , 

проведеної в цій точці, дорівнює 𝑦′0, бо 𝑦′0 =

 𝑡𝑔 𝛼 . 

 

 

 39.2. Диференціальні рівняння вищих порядків, шо припускають 

зниження порядку 

Розв’язування деяких диференціальних рівнянь вищих порядків можна звести 

до розв’язування диференціальних рівнянь першого порядку за допомогою 

певної заміни змінних. Розглянемо деякі типи таких рівнянь, які допускають 

зниження порядку 

1. Рівняння вигляду 

  𝑦(𝑛) = 𝑓(𝑥) (5) 

яке містить тільки похідну n -го порядку і незалежну змінну 𝑥 , розв’язуються 

послідовним n-кратним інтегруванням. 

Знайдемо загальний розв’язок рівняння (5). Для цього помножимо обидві 

частини цього рівняння на 𝑑𝑥 та проінтегрувавши, отримаемо нове 

диференціальне рівняння порядок якого меньше ніж порадок початкового 

рівняння на одиницю.  

   xfy n  , 

      111
1 CxfCdxxfy n  

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       21211
2 CCxfdxCxfy x

n  


, 

… 

Повторюючи цей процес інтегрування n разів, отримаємо загальний розв’язок 

рівняння 

𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) 



 Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рівняння 

𝑦(4) = sin 3𝑥 

Розв’язання. Дане диференціальне рівняння 4-го порядку. Тому його 

загальний розв’язок знайдемо послідовним чотирьохкратним інтегруванням 

за змінною x 

 

 

𝑦 =
1

81
sin 3𝑥 + 𝐶1

𝑥3

6
+ 𝐶2

𝑥2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4 

 

2. Диференціальне рівняння 𝑛 − порядку вигляду 

  𝐹(𝑥; 𝑦(𝑘), 𝑦(𝑘+1), … , 𝑦(𝑛)) = 0 (6) 

яке явно не містить шуканої функції 𝑦 та її похідних до (𝑘 − 1) -го порядку 

включно.  

Його порядок може бути знижений на 𝑘 одиниць до (𝑛 − 𝑘) -го порядку 

заміною змінної 

𝑦(𝑘) = 𝑝(𝑥)  𝑦(𝑘+1) = 𝑝′(𝑥), 𝑦(𝑘+2) = 𝑝′′(𝑥), …, 𝑦(𝑛) = 𝑝(𝑛−𝑘)(𝑥) 

і рівняння (6) приймає вигляд 

𝐹(𝑥; 𝑝, 𝑝′, … , 𝑝(𝑛−𝑘)) = 0 

Зокрема, порядок рівняння вигляду 

  𝐹(𝑥; 𝑦(𝑛−1), 𝑦(𝑛)) = 0 (7) 



що містить дві послідовні похідні, знижується заміною 𝑦(𝑛−1) = 𝑝(𝑥) і 

рівняння (7) приймає вигляд 

𝐹(𝑥; 𝑝, 𝑝′) = 0 

Якщо для цього рівняння вдається знайти загальний розв’язок 𝑝 = 𝑝(𝑥; 𝐶1), то 

приходимо до рівняння 𝑦(𝑛−1) = 𝑝(𝑥; 𝐶1) вигляду (1), після інтегрування 

якого отримаємо загальний розв’язок рівняння (7). 

 

 Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння 

𝑦′′ +
2

𝑥
𝑦′ = 𝑥 

Розв’язання. Дане диференціальне рівняння має вигляд 𝐹(𝑥; 𝑦′, 𝑦′′) = 0 тобто 

не містить явно шуканої функції y , отже, pорядок такого рівняння можна 

знизити за допомогою уведення нової невідомої функції 𝑝(𝑥) , зробивши 

заміну 

𝑦′ = 𝑝(𝑥)  𝑦′′ = 𝑝′(𝑥) 

У результаті отримаємо диференціальне рівняння 1-го порядку відносно 

функції 𝑝(𝑥) : 

𝑝′ +
2

𝑥
𝑝 = 𝑥 

Отримали лінійне неоднорідне рівняння 1-го порядку, яке можна розв’язати, 

наприклад, методом Бернуллі-Фур’є, поклавши 

𝑝 =  𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)  𝑝 = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 

Тоді маємо 

 



 

 

Це рівняння 1-го порядку з відокремлюваними змінними, але вже відносно 

функції 𝑦(𝑥) : 

𝑑𝑦 = (
𝑥2

4
+

𝐶1

𝑥2) 𝑑𝑥  ∫ 𝑑𝑦 = ∫ (
𝑥2

4
+

𝐶1

𝑥2) 𝑑𝑥 

Звідси отримаємо загальний розв’язок початкового рівняння 2-го порядку: 

𝑦 =
𝑥2

12
−

𝐶1

𝑥
+ 𝐶2 

Таким чином, розв’язування одного диференціального рівняння 2-го порядку 

звелося до інтегрування двох рівнянь 1-го порядку. 

 

3. Диференціальне рівняння 𝑛-го порядку вигляду 

  𝐹(𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛−1)) = 0 (8) 

яке явно не містить незалежної змінної 𝑥 . 

Його порядок можна знизити на одиницю, поклавши 

𝑦′ = 𝑝(𝑦)  𝑦′′ = 𝑝𝑦
′ (𝑦)𝑦′ = 𝑝𝑦

′ (𝑦)𝑝(𝑦) = 𝑝𝑦
′ 𝑝, 



𝑦′′′ = (𝑝𝑦
′ 𝑝)

𝑦

′
𝑦′ = (𝑝𝑦𝑦

′′ 𝑝 + 𝑝𝑦
′ 𝑝𝑦

′ )𝑝 = 𝑝𝑦𝑦
′′ 𝑝2 + (𝑝𝑦

′ )
2

𝑝 

і рівняння (8) приймає вигляд 

𝐹 (𝑦, 𝑝, 𝑝𝑦
′ 𝑝, 𝑝𝑦𝑦

′′ 𝑝2 + (𝑝𝑦
′ )

2
𝑝, … ) = 0 

 

 Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння 

𝑦′′ctg 𝑦 = (𝑦′)2 

Розв’язання. Задане диференціальне рівняння має вигляд 𝐹(𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) =  0, 

тобто не містить явно незалежної змінної x отже, допускає зниження порядку 

за допомогою уведення нової невідомої функції 𝑝(𝑦) , аргументом якої є сама 

шукана функція 𝑦(𝑥) . Тобто, зробимо заміну: 

𝑦′ = 𝑝(𝑦)  𝑦′′ = 𝑝𝑦
′ 𝑝 

У результаті задане рівняння зводиться до диференціальне рівняння 1-го 

порядку відносно функції 𝑝(𝑦) : 

𝑝𝑦
′ 𝑝 ctg 𝑦 = 𝑝2  

𝑑𝑝

𝑑𝑦
 ctg 𝑦 = 𝑝 та 𝑝 = 0 

Це рівняння з відокремлюваними змінними. Розв’язуючи його знайдемо 

∫
𝑑𝑝

𝑝
 = ∫ tg 𝑦 𝑑𝑦  ln|𝑝| = − ln|cos 𝑦| + ln|𝐶1|  𝑝(𝑦) =

𝐶1

cos 𝑦
 

Враховуючи, що 𝑝(𝑦) =  𝑦′, отримаємо рівняння 1-го порядку з 

відокремлюваними змінними відносно шуканої функції 𝑦(𝑥) : 

𝑦′ =
𝐶1

cos 𝑦
 

Інтегруючи це рівняння 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝐶1

cos 𝑦
 ∫ cos 𝑦 𝑑𝑦 = 𝐶1 ∫ 𝑑𝑥  sin 𝑦 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2 

знайдемо загальний розв’язок вихідного рівняння 

𝑦 = arcsin(𝐶1𝑥 + 𝐶2) 

A також 

𝑝(𝑦) = 0  𝑦′ = 0  𝑦 = 𝐶 

Цей розв’язок може бути отриманий з загального.  



 Приклад 4. Розв’язати задачу Коші 

𝑦′′ +  𝑦 − 1 =  0, 𝑦(0)  =  1, 𝑦′(0)  =  1 

Розв’язання. Тут маємо випадок рівняння вигляду 𝑦 =  𝑓 (𝑦), тобто рівняння 

не містить явно незалежної змінної 𝑥 . Знизити його порядок можна за 

допомогою заміни: 

𝑦′ = 𝑝(𝑦)  𝑦′′ = 𝑝𝑦
′ 𝑝 

У результаті маємо рівняння 1-го порядку відносно функції 𝑝(𝑦) : 

𝑝 ′𝑝 +  𝑦 –  1 =  0  𝑝′𝑝 = 1 −  𝑦 . 

Відокремлюємо змінні і виконуємо інтегрування: 

∫ 𝑝 𝑑𝑝 = ∫(1 −  𝑦) 𝑑𝑦  
𝑝2

2
 =  𝑦 –

𝑦2

2
  +

𝐶1

2
  𝑝2  =  2𝑦 – 𝑦2  +  𝐶1 

Отже функція 𝑝(𝑦) визначається виразом 

𝑝(𝑦) =  ±√2𝑦 – 𝑦2  +  𝐶1 

Повертаючись до функції 𝑦(𝑥) , робимо обернену заміну 𝑝(𝑦) =  𝑦′ . Маємо 

𝑦′ =  ±√2𝑦 – 𝑦2  +  𝐶1 

На цьому етапі можна визначити довільну сталу 𝐶1, використовуючи 

початкові умови. Оскільки 𝑦 = 1 і 𝑦′ = 1 при 𝑥 =  0, то 

1 =  ±√2 –  1 + 𝐶1  1 = ±√ 1 +  𝐶1 

звідки випливає, що 𝐶1 = 0. Зауважимо, оскільки 𝑦′(0)  = 1 >  0, то перед 

коренем потрібно брати знак «+». 

Таким чином, знову маємо диференціальне рівняння 1-го порядку з 

відокремлюваними змінними, але вже відносно шуканої функції 𝑦(𝑥) : 

𝑦′ =  ±√2𝑦 – 𝑦2  

Інтегруючи, знаходимо 

∫
𝑑𝑦

√2𝑦 – 𝑦2 
= ∫ 𝑑𝑥  ∫

𝑑𝑦

√1−(𝑦−1)2 
= 𝑥 + 𝐶2  arcsin(𝑦 − 1) = 𝑥 + 𝐶2 

Знову звертаючись до початкових умов, визначимо сталу 𝐶2. Враховуючи, що 

𝑦 = 1  при 𝑥 =  0, то 

arcsin(1 − 1) = 0 + 𝐶2  𝐶2 = 0 



В результаті маємо розв’язок задачі Коші: 

arcsin(𝑦 − 1) = 𝑥  𝑦 = sin 𝑥 + 1 

 


