
ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

Лекція40. Загальна теорія лінійних диференціальних рівнянь 

 

 40.1. Основні означення і поняття 

 Диференціальне рівняння 𝑛-го порядку називається лінійним, якщо його 

можна записати у формі: 

  𝑏0(𝑥)𝑦(𝑛) + 𝑏1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯ + 𝑏𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) (1) 

Термін «лінійне рівняння» пов’язаний з тим, що рівняння (1) містить невідому 

функцію 𝑦 =  𝑦(𝑥) і всі її похідні лише в першому степені. 

 Функції 𝑏0(𝑥), 𝑏1(𝑥),…, 𝑏𝑛(𝑥) називаються змінні коефіцієнти, а 𝑄(𝑥) - 

права частина рівняння.  

 Якщо права частина 𝑄(𝑥)  тотожно дорівнює нулю, то рівняння (1) 

називається однорідним, якщо 𝑄(𝑥), то рівняння (1) називається 

неоднорідним. 

 Змінні коефіцієнти та права частина є відомими функціями неперервними 

на інтервалі (𝑎, 𝑏), а також 𝑏0(𝑥) ненульова на цьому інтервалі, інакше 

рівняння (1) не буде 𝑛-го порядку. 

 Діленням рівняння (1) на 𝑏0(𝑥) дістанемо рівняння 

  𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) (2) 

де 𝑎𝑖(𝑥) =
𝑏𝑖(𝑥)

𝑏0(𝑥)
 𝑖 =  1,2, . . . , 𝑛, та 𝑓(𝑥) =

𝑄(𝑥)

𝑏0(𝑥)
. 

 Таким чином, диференціальне рівняння виду (1) завжди можна ввести до 

виду (2). У зв’язку в цим ми надалі розглядатимемо лише такі рівняння. 

 Загальним розв’язком лінійного диференціального рівняння 𝑛–го 

порядку (2) називається функція 𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛), де 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 - 

довільні сталі. 

 Для заданих початкових умов 

  𝑦 (𝑥0) =  𝑦0, 𝑦′ (𝑥0) =  𝑦′0, …, 𝑦(𝑛−1) (𝑥0) =  𝑦0
(𝑛−1)

 (3) 

лінійне диференціальне рівняння 𝑛–го порядку (2) може мати частинний 



розв’язок (розв’язок задачі Коші) існування та єдність якого обгрунтовує 

наступна теорема: 

 Теорема. Якщо змінні коефіцієнти 𝑎𝑖(𝑥), 𝑖 =  1,2, . . . , 𝑛 та функція 𝑓(𝑥) 

рівняння (2) неперевні на інтервалі (𝑎, 𝑏), то існує лише один розв’язок 𝑦 =

𝜑(𝑥) визначений та неперевний на інтевалі (𝑎, 𝑏) такий, що задовільняє 

визначеним початковим умовам (3) для будь-якого 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) .  

 Для зручності подальших перетворень, можемо скоротити ліву частину 

рівняння (2) y вигляді:  

  𝐿𝑦 = 𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 (4) 

Тут 

𝐿(𝐷)(… ) = 𝐷(𝑛)(… ) + 𝑎1(𝑥)𝐷(𝑛−1)(… ) + ⋯ + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝐷(… ) + 𝑎𝑛(𝑥)(… ),  

називається диференціальним поліномом, де 𝐷 =
𝑑

𝑑𝑥
 — диференціальний 

оператор. 

 𝐿(𝐷) є узагальненням операції диференціювання, множення на 

коефіцієнти 𝑎𝑖(𝑥) і додавання, що діє на функцію 𝑦(𝑥). Іншими словами, 

оператор 𝐿 є алгебраїчним поліномом, в якому диференціальний оператор 𝐷 

відіграє роль змінної. 

 Оператор L є лінійним, тому має такі властивості: 

1. 𝐿[𝑦1(𝑥) + 𝑦2(𝑥) + ⋯ + 𝑦𝑛(𝑥)] =  𝐿[𝑦1(𝑥)] + 𝐿[𝑦2(𝑥)] + ⋯ + 𝐿[𝑦𝑛(𝑥)] 

2. 𝐿[𝐶𝑦(𝑥)] =  𝐶𝐿[𝑦(𝑥)] 

 Отже, можна записати лінійне неоднорідне диференціальне рівняння (2) 

у вигляді: 

  𝐿𝑦 = 𝑓(𝑥) (5) 

 Наступна теорема показує, як знайти загальний розв’язок 𝐿𝑦 = 𝑓(𝑥) якщо 

ми знаємо частинний розв’язок 𝐿𝑦 = 𝑓(𝑥) і фундаментальний набір розв’язків 

зведеного однорідного рівняння 𝐿𝑦 = 0.  

 Теорема. Припустимо, що лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

𝑛–го порядку 𝐿𝑦 = 𝑓(𝑥) існує на інтервалі (𝑎, 𝑏)Нехай 𝑦𝑝(𝑥) будь-який 

частинний розв’язок цього неоднорідного рівняння 𝐿𝑦 = 𝑓(𝑥) на (𝑎, 𝑏), і 

нехай 𝑦0(𝑥) є загальний розв’язком зведеного однорідного рівняння 𝐿𝑦 = 0 на 



(𝑎, 𝑏). Тоді 𝑦(𝑥) є розв’язком 𝐿𝑦 = 𝑓(𝑥) на (𝑎, 𝑏) тоді і тільки тоді, коли  

  𝑦(𝑥) = 𝑦𝑝 + 𝑦0 (6) 

Крім того, наступна теорема справедлива для лінійних диференціальних 

рівнянь із сумою різних функцій, пов’язаних із правою частиною рівняння. 

 Теорема. (Принцип суперпозиції) Припустимо, для кожного 𝑖 = 1, 2,

… , 𝑟, функція 𝑦𝑝𝑖
 є частинним розв’язком рівняння  𝐿𝑦 = 𝑓𝑖(𝑥) на інтервалі 

(𝑎, 𝑏). Тоді  

𝑦𝑝 = 𝑦𝑝1
+ 𝑦𝑝2

+ ⋯ + 𝑦𝑝𝑟
 

є частинним розв’язком 

𝐿𝑦 = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯ + 𝑓𝑟(𝑥) 

на (𝑎, 𝑏).  

 Оскільки загальний розв’язок зведеного однорідного рівняння є частиною 

загального розв’язку неоднорідного рівняння, то спочатку зосередимо увагу 

на побудові розв’язків однорідних лінійних диференціальних рівнянь. 

 

  40.2. Лінійні однорідні диференціальні рівняння (ЛОДР) 𝒏-го 

порядку 

 Лінійним однорідним диференціальним рівнянням (ЛОДР) 𝒏-го порядку 

називається рівняння 

  𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯ + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦′ + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦 = 0 (7) 

або 

  𝐿𝑦 = 0 (8) 

 Оскільки 𝑦 ≡ 0, є очевидним розв’язком 𝐿𝑦 = 0, ми будемо називати 

його тривіальним розв’язком. Будь-який інший розв’язок є нетривіальним. 

 Можна показати, що якщо 𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛 є розв’язками 𝐿𝑦 = 0 на інтервалі 

(𝑎, 𝑏), то будь-яка їх лінійна комбінація також є розв’язком, тобто 

𝑦 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑦𝑛 

де 𝐶1,𝐶2, …, 𝐶𝑛 довільні сталі.  

 Будемо називати {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} фундаментальним набором розв’язків 

лінійного однорідного диференціального рівняння 𝐿𝑦 = 0 на інтервалі (𝑎, 𝑏) 



якщо кожен розв’язок 𝐿𝑦 = 0 на (𝑎, 𝑏) можна записати через як лінійну 

комбінацію {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛}.  

 У цьому випадку лінійна комбінація фундаментального набору розв’язків 

𝑦 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑦𝑛 

є загальним розв’язком лінійного однорідного диференціального рівняння 

𝐿𝑦 = 0 на інтервалі (𝑎, 𝑏) 

 Можна показати, що якщо рівняння 𝐿𝑦 = 0 існує на інтервалі (𝑎, 𝑏) то 

воно має нескінченну кількість фундаментальних наборів розв’язків на (𝑎, 𝑏).  

 Наступне визначення допоможе ідентифікувати множини 

фундаментальних розв’язків 𝐿𝑦 = 0 . 

 Означення. Ми кажемо, що набір функцій {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} є лінійно 

незалежним на [𝑎, 𝑏] якщо має місце рівняння   

𝐶1𝑦1(𝑥) + 𝐶2𝑦2(𝑥) + ⋯ + 𝐶𝑛𝑦𝑛(𝑥) = 0,   𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 

тільки тоді, коли сталі дорвінюють нулю одночасно 𝐶1 = 𝐶2 =  … =  𝐶𝑛 = 0.  

 Якщо ця рівність виконується для деякого набору сталих 𝐶1,𝐶2, …, 𝐶𝑛 які 

не всі дорівнюють нулю, тоді набір функцій {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} є лінійно 

залежним на інтервалі (𝑎, 𝑏).  

 Теорема. Якщо 𝐿𝑦 = 0 існує на інтервалі (𝑎, 𝑏)то набір {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} з 𝑛 

розв’язків 𝐿𝑦 = 0 на (𝑎, 𝑏) є фундаментальним набором розв’язків тоді і 

тільки тоді, коли набір функцій {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} є лінійно незалежним на (𝑎, 𝑏). 

 Для перевірки функцій на лінійну незалежність зручно використовувати 

визначник Вронського (Вронськіан). Він дозволяє перевірити 𝑛 розв’язків 

{𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} будь-якого рівняння 𝑛-го порядку 𝐿𝑦 = 0 на лінійну 

незалежність на інтервалі (𝑎, 𝑏), та якому існує рівняння.  

 Таким чином, якщо 𝐶1,𝐶2, …, 𝐶𝑛 є такими сталими, що 

𝐶1𝑦1(𝑥) + 𝐶2𝑦2(𝑥) + ⋯ + 𝐶𝑛𝑦𝑛(𝑥) = 0,   𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 

тоді диференцючи 𝑛 − 1  разів призводить до системи рівнянь  𝑛 × 𝑛  

𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥) + ⋯ +𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑥) = 0

𝑐1𝑦1
′ (𝑥) + 𝑐2𝑦2

′ (𝑥) + ⋯ +𝑐𝑛𝑦𝑛
′ (𝑥) = 0

⋮ ⋱ ⋮

𝑐1𝑦1
(𝑛−1)

(𝑥) + 𝑐2𝑦2
(𝑛−1)

(𝑥) + ⋯ +𝑐𝑛𝑦𝑛
(𝑛−1)

(𝑥) = 0

 



відносно довільних 𝐶1,𝐶2, …, 𝐶𝑛.  

 Для фіксованого 𝑥 визначник цієї системи дорівнює 

  𝑊(𝑥) = ||

𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛(𝑥)

𝑦1
′ (𝑥) 𝑦2

′ (𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
′ (𝑥)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑦1
(𝑛−1)

(𝑥) 𝑦2
(𝑛−1)

(𝑥) ⋯ 𝑦𝑛
(𝑛−1)

(𝑥)

|| (9) 

Цей визначник називається Вронськіаном для набору функцій {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛}.  

 Якщо 𝑊(𝑥) ≠ 0 для деякого 𝑥 на інтервалі (𝑎, 𝑏), то система рівнянь має 

лише тривіальний розв’язок, тоді 𝐶1 = 𝐶2 =  … =  𝐶𝑛 =  0, і з теореми 

випливає, що функції {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} є лінійно незалежними, тобто 

𝑦 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑦𝑛 

є загальним розв’язком 𝐿𝑦 = 0  на  (𝑎, 𝑏).  

 Тобто, для того щоб система розв’язків {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} ЛОДР (7) була 

лінійно незалежною на інтервалі (𝑎, 𝑏) , необхідно і достатньо, щоб вронскіан 

на цьому інтервалі був відмінний від нуля. В іншому випадку, якщо 𝑊(𝑥) = 0 

тоді функції {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} лінійно залежні на (𝑎, 𝑏). 

 Оскільки фундаментальна система розв'язків однозначно задає лінійне 

однорідне диференціальне рівняння. Зокрема, фундаментальна система 

{𝑦1,𝑦2,𝑦3} визначає рівняння третього порядку, яке можна виразити через 

визначник наступним чином: 

|

𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦

𝑦1
′ 𝑦2

′ 𝑦3
′ 𝑦′

𝑦1
′′ 𝑦2

′′ 𝑦3
′′ 𝑦′′

𝑦1
′′′ 𝑦2

′′′ 𝑦3
′′′ 𝑦′′′

| = 0. 

 Аналогічно для диференціального рівняння 𝑛-го порядку можна 

записати: 

|

𝑦1 𝑦2 ⋯ 𝑦𝑛 𝑦

𝑦1
′ 𝑦2

′ ⋯ 𝑦𝑛
′ 𝑦′

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

𝑦1
(𝑛)

𝑦2
(𝑛)

⋯ 𝑦𝑛
(𝑛)

𝑦(𝑛)

| = 0. 

 

 Приклад 1. Покажіть, що функції 𝑥, sin 𝑥, cos 𝑥 є лінійно незалежними. 



Для цієї системи функцій знайдемо визначник Вронського 𝑊(𝑥): 

𝑊(𝑥) = |
𝑥 sin 𝑥 cos 𝑥
1 cos 𝑥 −sin 𝑥
0 −sin 𝑥 −cos 𝑥

| = 𝑥 |
cos 𝑥 −sin 𝑥

−sin 𝑥 −cos 𝑥
| − 1 ⋅ |

sin 𝑥 cos 𝑥
−sin 𝑥 −cos 𝑥

|

= 𝑥(−cos2𝑥 − sin2𝑥) − 1 ⋅ (−sin 𝑥cos 𝑥 + sin 𝑥cos 𝑥) = −𝑥 ≠ 0. 

Оскільки Вронскіан не є тотожним нулем, то дана система функцій є лінійно 

незалежною. 

 Приклад 2. Скласти диференціальне рівняння, яке визначається 

фундаментальною системою функцій 1,𝑥2,𝑒𝑥. 

Це рівняння записується через визначник наступним чином: 

||

1 𝑥2 𝑒𝑥 𝑦

0 2𝑥 𝑒𝑥 𝑦′

0 2 𝑒𝑥 𝑦′′

0 0 𝑒𝑥 𝑦′′′

|| = 0, ⇒ 1 ⋅ |

2𝑥 𝑒𝑥 𝑦′

2 𝑒𝑥 𝑦′′

0 𝑒𝑥 𝑦′′′
| = 0, 

⇒ 2𝑥(𝑒𝑥𝑦′′′ − 𝑒𝑥𝑦′′) − 2(𝑒𝑥𝑦′′′ − 𝑒𝑥𝑦′) = 0, 

⇒ 2𝑥𝑒𝑥𝑦′′′ − 2𝑥𝑒𝑥𝑦′′′ − 2𝑒𝑥𝑦′′′ + 2𝑒𝑥𝑦′ = 0, 

⇒ 2𝑒𝑥(𝑥𝑦′′′ − 𝑥𝑦′′ − 𝑦′′′ + 𝑦′) = 0, ⇒ (𝑥 − 1)𝑦′′′ − 𝑥𝑦′′ + 𝑦′ = 0. 

 Припустимо, що функції 𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛  утворюють фундаментальну 

систему розв’язків диференціального рівняння 𝑛 −го порядку. Припустимо, 

що точка 𝑥0 належить інтервалу (𝑎, 𝑏). Тоді визначник Вронський можна 

визначити за формулою Ліувіля: 

  𝑊(𝑥) = 𝑊(𝑥0)𝑒
− ∫ 𝑎1(𝑡)𝑑𝑡

𝑥
𝑥0 , (10) 

де 𝑎1 — коефіцієнт похідної 𝑦(𝑛−1) у лінійному нормальному 

диференціальному рівнянні. 

 Наступна теорема узагальнює особливості розв’язку ЛОДР. 

 Теорема. Припустимо, що 𝐿𝑦 = 0 існує на інтервалі (𝑎, 𝑏) і нехай 𝑦1,𝑦2, 

…, 𝑦𝑛 є 𝑛 розв’язків 𝐿𝑦 = 0 на (𝑎, 𝑏). Тоді наступні твердження еквівалентні; 

тобто всі вони або істинні, або всі хибні: 

a. Загальний розв’язок 𝐿𝑦 = 0 на (𝑎, 𝑏) є 𝑦 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑦𝑛. 

b. {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} є фундаментальною множиною розв’язків 𝐿𝑦 = 0 на 

(𝑎, 𝑏). 



c. {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} є лінійно незалежні на (𝑎, 𝑏). 

d. Вронскіан {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} є відмінним від нуля в деякій точці на (𝑎, 𝑏). 

e. Вронскіан {𝑦1,𝑦2, …, 𝑦𝑛} не дорівнює нулю в усіх точках на (𝑎, 𝑏). 

 

40.3 Лінійні однорідні диференціальні рівняння вищого порядку зі 

постійними коефіцієнтами 

 У цьому розділі ми будемо досліджувати спрощений випадок однорідних 

лінійних диференціальних рівнянь вищого порядку, а саме, - лінійні однорідні 

диференціальні рівняння зі сталими коефіцієнтами. Ці рівняння дозволяють 

відносно просто знайти фундаментальний набір рішень. Якщо ми знаємо ці 

розв’язки, то будь-яка лінійна комбінація цих розв’язків дає нам загальний 

розв’язок. 

 Лінійне однорідне диференціальне рівняння 𝑛-го порядку зі сталими 

коефіцієнтами можна записати у вигляді 

  𝑦(𝑛)(𝑥) + 𝑎1𝑦(𝑛−1)(𝑥) + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑦′(𝑥) + 𝑎𝑛𝑦(𝑥) = 0, (11) 

𝑎1, 𝑎2, …, 𝑎𝑛 це сталі, які можуть бути дійсними або комплексними числами. 

 Використовуючи лінійний диференціальний оператор 𝐿(𝐷), це рівняння 

можна представити у вигляді 

𝐿(𝐷)𝑦(𝑥) = 0, 

де 𝐿(𝐷) = 𝐷𝑛 + 𝑎1𝐷𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝐷 + 𝑎𝑛. 

 Оскільки всі коефіцієнти є сталими, розв’язки, ймовірно, будуть 

функціями з похідними, які є постійно кратними самим собі. Тоді, такі члени 

можно скоротити. Експоненціальні функції якраз мають похідні, які є постійно 

кратними вихідної функції, тому давайте подивимося, що станеться, коли ми 

спробуємо представити розв’язок у формі 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥 , 

де λ – це довільна стала.  

 Отже, якщо 𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥 тоді 

𝑦′(𝑥) = 𝜆𝑒𝜆𝑥, 𝑦′′(𝑥) = 𝜆2𝑒𝜆𝑥, …, 𝑦(𝑛)(𝑥) = 𝜆𝑛𝑒𝜆𝑥 

Підставивши ці вирази в рівняння (11), отримаємо 

𝜆𝑛𝑒𝜆𝑥 + 𝑎1𝜆𝑛−1𝑒𝜆𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜆𝑒𝜆𝑥 + 𝑎𝑛𝑒𝜆𝑥 = 0  



𝑒𝜆𝑥 ∙ (𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛) = 0  

Так як 𝑒𝜆𝑥 не дорівнює нулю, маємо 

𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0 

Це алгебраїчне рівняння 

  𝐿(𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0 (12) 

називають характеристичним рівнянням диференціального рівняння. 

Згідно з основною теоремою алгебри, поліном ступеня 𝑛 має рівно 𝑛 коренів, 

враховуючи кратність. У цьому випадку корені можуть бути як дійсними, так 

і комплексними (навіть якщо всі коефіцієнти 𝑎1, 𝑎2, …, 𝑎𝑛 дійсні). 

 Розглянемо докладніше різні випадки коренів характеристичного рівняння 

та відповідні формули для загального розв’язку диференціальних рівнянь. 

 Випадок 1. Усі корені характеристичного рівняння дійсні та різні 

Якщо характеристичне рівняння 𝐿(𝜆) = 0 має 𝑛 коренів 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛, які є 

дійсними та різними. У цьому випадку частинними розв’язками є: 

  𝑦1 = 𝑒𝜆1𝑥, 𝑦2 = 𝑒𝜆2𝑥, … , 𝑦𝑛 = 𝑒𝜆𝑛𝑥  

Отже, загальний розв’язок записується в простій формі: 

  𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑒𝜆2𝑥 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑒𝜆𝑛𝑥, (13) 

де 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 є сталими що залежать від початкових умов. 

 

 Приклад 1. Розв’язати диференціальне рівняння 𝑦′′′ + 2𝑦′′ − 𝑦′ − 2𝑦 = 0. 

Запишимо відповідне характеристичне рівняння: 

𝜆3 + 2𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0. 

Розв'язуючи його, знаходимо корені: 

𝜆2(𝜆 + 2) − (𝜆 + 2) = 0, ⇒ (𝜆 + 2)(𝜆2 − 1) = 0, ⇒ (𝜆 + 2)(𝜆 − 1)(𝜆 + 1) = 0,

⇒ 𝜆1 = −2, 𝜆2 = 1, 𝜆3 = −1. 

Видно, що всі три корені дійсні та різні. Тому загальний розв’язок 

диференціального рівняння можна записати у вигляді 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒−2𝑥 + 𝐶2𝑒𝑥 + 𝐶3𝑒−𝑥, 

де 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 довільні сталі. 

 

 Випадок 2. Корені характеристичного рівняння дійсні та кратні 



Якщо характеристичне рівняння 𝐿(𝜆) = 0 має 𝑚 коренів𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑚, які є 

дійсними та кратними (повторювані дійсні корені), кратність яких 

відповідно дорівнює 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑚. Зрозуміло, що має виконуватись умова:  

𝑘1 + 𝑘2 + ⋯ + 𝑘𝑚 = 𝑛. 

У цьому випадку ми знаємо, що 𝑒𝜆1𝑥 є рішенням, але це лише одне рішення, і 

нам потрібно 𝑘1 лінійно незалежних розв’язків. Ці розв’язки будемо 

предтставляти у вигляді 

𝑥(𝑖)𝑒𝜆1𝑥, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘1 − 1 

як наступні рішення, пов’язані з 𝑘1- ратним повторенням кореня 𝜆1. 

Аналогічно для всіх інших коренів.  

 Отже, для повторюваних коренів ми просто приєднумо 𝑥 для кожного з 

розв’язків після першого, поки не отримаємо загальну кількість 𝑘1 розв’язків. 

Загалом, потрібно обчислити Вронський, щоб переконатися, що це насправді 

набір лінійно незалежних рішень. 

Остаточно, загальний розв’язок однорідних диференціальних рівнянь зі 

сталими коефіцієнтами має вигляд 

  𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑥𝑒𝜆1𝑥 + ⋯ + 𝐶𝑘1
𝑥𝑘1−1𝑒𝜆1𝑥 + ⋯ + 𝐶𝑛−𝑘𝑚+1𝑒𝜆𝑚𝑥 +   

  𝐶𝑛−𝑘𝑚+2𝑥𝑒𝜆𝑚𝑥 + ⋯ + 𝐶𝑛𝑥𝑘𝑚−1𝑒𝜆𝑚𝑥. (14) 

 

 Приклад 2. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′′ − 7𝑦′′ + 11𝑦′ − 5𝑦 = 0. 

Відповідне характеристичне рівняння є 

𝜆3 − 7𝜆2 + 11𝜆 − 5 = 0. 

Неважко побачити, що одним із коренів є число 𝜆 = 1. Тоді, розклавши член 

(𝜆 − 1) із рівняння, ми отримаємо 

𝜆3 − 𝜆2 − 6𝜆2 + 6𝜆 + 5𝜆 − 5 = 0, ⇒ 𝜆2(𝜆 − 1) − 6𝜆(𝜆 − 1) + 5(𝜆 − 1) = 0,

⇒ (𝜆 − 1) ⋅ (𝜆2 − 6𝜆 + 5) = 0, ⇒ (𝜆 − 1) ⋅ (𝜆 − 1) ⋅ (𝜆 − 5) = 0,

⇒ (𝜆 − 1)2(𝜆 − 5) = 0. 

Отже, рівняння має два корені 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 5, перший з яких має кратність 2. 

Тоді загальний розв’язок диференціального рівняння можна записати так: 

𝑦(𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒𝑥 + 𝐶3𝑒5𝑥 , 



де 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 довільні сталі. 

 

 Випадок 3. Корені характеристичного рівняння комплексні та різними 

Якщо коефіцієнти диференціального рівняння є дійсними числами, то 

комплексні корені характеристичного рівняння будуть представлені у вигляді 

пар чисел: 

𝜆1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛽, 𝜆3,4 = 𝛾 ± 𝑖𝛿, … 

У цьому випадку комплекснозначні частинні розв’язки записуються як  

𝑦1 = 𝑒𝜆1𝑥 = 𝑒(𝛼+𝑖𝛽)𝑥 = 𝑒𝛼𝑥𝑒𝑖𝛽𝑥, 𝑦2 = 𝑒𝜆2𝑥 = 𝑒(𝛼−𝑖𝛽)𝑥 = 𝑒𝛼𝑥𝑒−𝑖𝛽𝑥, … 

При цьому формула Ейлера дає змогу записати 

𝑒𝑖𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖sin 𝜃 

Тоді, 

𝑦1 = 𝑒𝛼𝑥(cos 𝛽𝑥 + 𝑖sin 𝛽𝑥), 𝑦2 = 𝑒𝛼𝑥(cos 𝛽𝑥 − 𝑖sin 𝛽𝑥), … 

Комбінуючи перші два розв’язки для комплексно спряжених коренів 𝜆1,2 ми 

можемо переписати їхні часткові розв’язки у дійсних формах наступним 

чином:  

𝑦̃1 =
1

2
(𝑦1 + 𝑦2) = 𝑒𝛼𝑥cos 𝛽𝑥, 𝑦̃2 =

1

2𝑖
(𝑦1 − 𝑦2) = 𝑒𝛼𝑥sin 𝛽𝑥  

аналогічно, 

𝑦̃3 = 𝑒𝛾𝑥cos 𝛿𝑥, 𝑦̃4 = 𝑒𝛾𝑥 sin 𝛿𝑥, … 

В результаті загальний розв'язок має вигляд: 

  𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥(𝐶1cos 𝛽𝑥 + 𝐶2sin 𝛽𝑥) + 𝑒𝛾𝑥(𝐶3cos 𝛿𝑥 + 𝐶4sin 𝛿𝑥) + ⋯ (15) 

 

 Приклад 3. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦𝐼𝑉 − 𝑦′′′ + 2𝑦′ = 0. 

Запишимо характеристичне рівняння: 

𝜆4 − 𝜆3 + 2𝜆 = 0. 

Розкладемо ліву частину на множники та знайдемо корені: 

𝜆(𝜆3 − 𝜆2 + 2) = 0. 

Неважко побачити, що 𝜆 = 0 — корінь. Також одним із коренів кубічного 

многочлена є число 𝜆 = −1. Тоді діленням 𝜆3 − 𝜆2 + 2 на 𝜆 + 1 отримуємо 



𝜆3 − 𝜆2 + 2

𝜆 + 1
= 𝜆2 − 2𝜆 + 2. 

В результаті характеристичне рівняння набуває вигляду: 

𝜆(𝜆 + 1) ⋅ (𝜆2 − 2𝜆 + 2) = 0. 

Знайдемо корені квадратного рівняння: 

𝜆2 − 2𝜆 + 2 = 0, ⇒ 𝐷 = 4 − 8 = −4, ⇒ 𝜆 =
2 ± √−4

2
=

2 ± 2𝑖

2
= 1 ± 𝑖. 

Таким чином, характеристичне рівняння має чотири різні корені, два з яких є 

комплексними: 

𝜆1 = 0, 𝜆2 = −1, 𝜆3,4 = 1 ± 𝑖. 

Загальний розв’язок диференціального рівняння можна представити у вигляді 

𝑦(𝑥) = 𝐶1 + 𝐶2𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥(𝐶3cos 𝑥 + 𝐶4sin 𝑥), 

де 𝐶1, … , 𝐶4 довільні сталі. 

 

 Випадок 4. Корені характеристичного рівняння комплексні та кратні 

Тепер припустімо, що кожна пара комплексно спряжених коренів 𝛼 ± 𝑖𝛽 має 

кратність k (тобто вони зустрічаються 𝑘 разів у списку коренів). У цьому 

випадку ми можемо використати роботу з повторюваних коренів (випадок 2), 

наведену вище, щоб отримати наступний набір 2𝑘 комплекснозначних 

окремих розв’язків, 𝑥(𝑖)𝑒(𝛼±𝑖𝛽 )𝑥, 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 − 1 або розбиваючи кожну з них 

на дійсну та уявну частини, ми можемо отримати наступний набір із 2𝑘 

дійсних рішень: 

𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 , 𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 , 𝑒𝛼𝑥𝑥 cos 𝛽𝑥 , 𝑒𝛼𝑥𝑥 sin 𝛽𝑥 , … , 𝑒𝛼𝑥𝑥𝑘−1 cos 𝛽𝑥, 

𝑒𝛼𝑥𝑥𝑘−1 sin 𝛽𝑥 

Тоді частина загального розв’язку диференціального рівняння, що відповідає 

даній парі комплексно спряжених коренів, будується так: 

 𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥(𝐶1cos 𝛽𝑥 + 𝐶2sin 𝛽𝑥) + 𝑥𝑒𝛼𝑥(𝐶3cos 𝛽𝑥 + 𝐶4sin 𝛽𝑥) + ⋯ +  

  𝑥𝑘−1𝑒𝛼𝑥(𝐶2𝑘−1cos 𝛽𝑥 + 𝐶2𝑘sin 𝛽𝑥). (16) 

 

 Приклад 4. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦𝑉 + 18𝑦′′′ + 81𝑦′ = 0. 



Характеристичне рівняння можна записати як 

𝜆5 + 18𝜆3 + 81𝜆 = 0. 

Розкладемо ліву частину на множники та обчислимо корені: 

𝜆(𝜆4 + 18𝜆2 + 81) = 0, ⇒ 𝜆(𝜆2 + 9)2 = 0. 

Як бачимо, рівняння має такі корені: 

𝜆1 = 0, 𝜆2,3 = ±3𝑖, 

а уявні корені мають кратність 2. Відповідно до викладених вище правил 

запишемо загальний розв’язок у вигляді: 

𝑦(𝑥) = 𝐶1 + (𝐶2 + 𝐶3𝑥)cos 3𝑥 + (𝐶4 + 𝐶5𝑥)sin 3𝑥, 

де 𝐶1, … , 𝐶5 довільні сталі. 

 

 Приклад 5. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦𝐼𝑉 − 4𝑦′′′ + 5𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 0. 

Обчислимо корені характеристичного рівняння 

𝜆4 − 4𝜆3 + 5𝜆2 − 4𝜆 + 4 = 0. 

Розкладемо ліву сторону на множники: 

𝜆4 − 2𝜆3 − 2𝜆3 + 4𝜆2 + 𝜆2 − 2𝜆 − 2𝜆 + 4 = 0, 

⇒ (𝜆4 − 2𝜆3) − (2𝜆3 − 4𝜆2) + (𝜆2 − 2𝜆) − (2𝜆 − 4) = 0, 

⇒ 𝜆3(𝜆 − 2) − 2𝜆2(𝜆 − 2) + 𝜆(𝜆 − 2) − 2(𝜆 − 2) = 0, 

⇒ (𝜆 − 2) ⋅ (𝜆3 − 2𝜆2 + 𝜆 − 2) = 0, ⇒ (𝜆 − 2) ⋅ [𝜆2(𝜆 − 2) + 𝜆 − 2] = 0 

⇒ (𝜆 − 2) ⋅ (𝜆 − 2) ⋅ (𝜆2 + 1) = 0, ⇒ (𝜆 − 2)2(𝜆2 + 1) = 0. 

Таким чином корені рівняння дорівнюють 

𝜆1,2 = 2, 𝜆3,4 = ±𝑖. 

Перший корінь має кратність 2. Загальний розв’язок диференціального 

рівняння задається формулою 

𝑦(𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒2𝑥 + 𝐶3cos 𝑥 + 𝐶4sin 𝑥, 

де 𝐶1, … , 𝐶4 довільні сталі. 

 

 Загалом, коли характеристичне рівняння має як дійсні, так і комплексні 

корені довільної кратності, загальний розв’язок будується як сума наведених 

вище розв’язків виду 1−4. 

 Зазначемо, що якщо характеристичний поліном буде поліномом 2-го та 



вищого порядку, то пошук цих коренів вручну часто є дуже важким і 

трудомістким процесом. В багатьох випадках, якщо корені не є 

раціональними (тобто у формі 
𝑝

𝑞
), знайти їх усі вручну майже неможливо. На 

практиці для визначення всіх раціональних коренів полінома використовують 

певну форму обчислювальної допомоги, наприклад Maple або Mathematica, 

щоб знайти всі корені за допомогою процедури пошуку нулів поліномів. 

 


