
ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

Лекція 42. Системи диференціальних рівнянь 

 Реальні системи часто характеризуються кількома функціями одночасно. 

Зв'язок між цими функціями описується рівняннями, які містять самі функції та 

їх похідні. У цьому випадку говорять про системи диференціальних рівнянь. На 

цій лекції розглядаються деякі методи розв'язування систем звичайних 

диференціальних рівнянь. 

 Хоча різні диференціальні рівняння можуть утворювати систему, 

зосередимося на лінійних системах диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами. Крім того, для цілей обговорення обмежимося системами що 

складаються з двох або трьох лінійних диференціальних рівнянь, але методи 

для знаходження їх розв’язків поширюватимуться на більші системи лінійних 

диференціальних рівнянь. 

 

 42.1 Лінійні системи диференціальних рівнянь 

Система диференціальних рівнянь першого порядку, яку можна 

записати у вигляді 

  

𝑦1
′ = 𝑎11(𝑥)𝑦1 + 𝑎12(𝑥)𝑦2 + ⋯+ 𝑎1𝑛(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑓1(𝑥)

𝑦2
′ = 𝑎21(𝑥)𝑦1 + 𝑎22(𝑥)𝑦2 + ⋯+ 𝑎2𝑛(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑓2(𝑥)

⋮
𝑦𝑛

′ = 𝑎𝑛1(𝑥)𝑦1 + 𝑎𝑛2(𝑥)𝑦2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑓𝑛(𝑥)

 (1) 

називається лінійною системою. Тут ми припускаємо, що всі шукані 

функції 𝑦1, 𝑦2, ... , 𝑦𝑛, відомі функції 𝑎11(𝑥), ... , 𝑎𝑛𝑛(𝑥) та 𝑓1(𝑥), ..., 

𝑓𝑛(𝑥) є неперервними на інтервалі (𝑎, 𝑏) осі дійсних чисел 𝑥.  

 Лінійну систему можна записати у матричній формі. 

Позначаючи 

𝑌(𝑥) = [

𝑦1(𝑥)

𝑦2(𝑥)
⋮

𝑦𝑛(𝑥)

],  𝑌′(𝑥) = [

𝑦1
′(𝑥)

𝑦2
′(𝑥)
⋮

𝑦𝑛
′ (𝑥)

], 𝑓(𝑥) = [

𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
⋮

𝑓𝑛(𝑥)

], та 

𝐴 = [

𝑎11(𝑥) 𝑎12(𝑥) ⋯ 𝑎1𝑛(𝑥)
𝑎21(𝑥) 𝑎22(𝑥) ⋯ 𝑎2𝑛(𝑥)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑛1(𝑥) 𝑎𝑛2(𝑥) ⋯ 𝑎𝑛𝑛(𝑥)

], 

маємо коротший запис як 



  𝑌′(𝑥) = 𝐴(𝑥)𝑌(𝑥) + 𝑓(𝑥) (2) 

Якщо вектор 𝑓(𝑥) тотожно дорівнює нулю: 𝑓(𝑥) = 0,  о система 

називається однорідною 

  𝑌′(𝑥) = 𝐴𝑌(𝑥) (3) 

Інакше, 𝑓(𝑥) ≠ 0,  система називається неоднорідною. 

 

 Задача Коші для системи диференціальних рівнянь першого 

порядку полягає в пошуку розв’язку рівнянь (2) або (3), який 

задовільняє початковим умовам:  

𝑌⃗ (𝑥0) = [

𝑌10

𝑌20

⋮
𝑌𝑛0

]. 

в деякій початковій точці 𝑥0. Тобто задача Коші має вигляд: 

  𝑌′(𝑥) = 𝐴𝑌(𝑥) + 𝑓(𝑥),  𝑌⃗ (𝑥0) = 𝑌⃗ 0 (4) 

 

 Наступна теорема дає достатні умови існування розв’язків 

початкових задач для системи. 

Теорема 1. (Існування та єдиність розв’язку) 

Припустимо, що матриця коефіцієнтів 𝐴(𝑥) і функція правих частин 

𝑓(𝑥)  неперервні на  (𝑎, 𝑏), то для будь–якої точки (𝑥0, 𝑌10, … , 𝑌𝑛0) з 

областi 𝐺 , де 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏), задача Кошi  

𝑌′(𝑥) = 𝐴𝑌(𝑥) + 𝑓(𝑥),  𝑌(𝑥0) = 𝑌⃗ 0  

де 𝑌⃗ 0 - довільний постійний вектор 𝑛-компонент, має єдиний 

розв’язок, визначений на всьому  промiжку (𝑎, 𝑏). 

 

Приклад 1. Для заданої системи рівнянь 

𝑦1
′ = 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑒4𝑡

𝑦2
′ = 2𝑦1 + 2𝑦2 + 2𝑒4𝑡 

а) Перевірити що 

𝐘 = [
𝑦1

𝑦2
] =

1

5
[
8
7
] 𝑒4𝑡 + 𝑐1[

1
1
] 𝑒3𝑡 + 𝑐2 [

1
−1

] 𝑒−𝑡 

є розв’язком для всіх значень констант 𝑐1 та  𝑐2 . 



б) Знайти розв’язок задачі Коші для початкових умов: 

𝐘(0) = [
𝑦1(0)
𝑦2(0)

] =
1

5
[
3
22

]. 

Розв’язання. Систему можна записати в матричній формі як 

𝐘′ = [
1 2
2 1

] 𝐘 + [
2
1
] 𝑒4𝑡 , 

Якщо 𝐘 є заданим, то 

𝐴𝐘 + 𝐟 =
1

5
[
1 2
2 1

] [
8
7
] 𝑒4𝑡 + 𝑐1 [

1 2
2 1

] [
1
1
] 𝑒3𝑡 + 𝑐2 [

1 2
2 1

] [
1

−1
] 𝑒−𝑡 

+ [
2
1
] 𝑒4𝑡 =

1

5
[
22
23

] 𝑒4𝑡 + 𝑐1 [
3
3
]   𝑒3𝑡 + 𝑐2 [

−1
1

] 𝑒−𝑡 + [
2
1
] 𝑒4𝑡 

=
1

5
[
32
28

]  𝑒4𝑡 + 3𝑐1 [
1
1
] 𝑒3𝑡 − 𝑐2 [

1
−1

] 𝑒−𝑡 = 𝐘′ 

Щоб Знайти розв’язок задачі Коші, ми повинні вибрати 𝑐1 і 𝑐2 у 

загальному розв’язку так, щоб 

1

5
[
8
7
] 𝑒4∙0 + 𝑐1 [

1
1
]  𝑒3∙0 + 𝑐2 [

1
−1

] 𝑒−0 =
1

5
[
3
22

] 

1

5
[
8
7
] + 𝑐1 [

1
1
] + 𝑐2 [

1
−1

] =
1

5
[
3
22

], 

що еквівалентно 

[
1 1
1 −1

] [
𝑐1
𝑐2

] = [
−1
3

]. 

Розв’язування цієї системи дає 𝑐1 = 1 та  𝑐2 = −2, частинний 

розв’язок рівняння є 

𝐘 =
1

5
[
8
7
] 𝑒4𝑡 + [

1
1
] 𝑒3𝑡 − 2[

1
−1

]𝑒 −𝑡 

 

Примітка. Теорія 𝑛 × 𝑛 лінійних систем диференціальних рівнянь 

аналогічна теорії скалярного лінійного рівняння 𝑛-го порядку 

𝑃0(𝑡)𝑦
(𝑛) + 𝑃1(𝑡)𝑦

(𝑛−1) + ⋯+ 𝑃𝑛(𝑡)𝑦 = 𝐹(𝑡) 

 

 Нормальні системи рівнянь першого порядку 

Нормальною системою диференціальних рівнянь першого порядку 

називається система виду 



  

𝑦1
′ = 𝑓1(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)

𝑦2
′ = 𝑓2(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)

⋮
𝑦𝑛

′ = 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)

 (5) 

Іншими словами, якщо в лівій частині рівнянь системи стоять похідні 

першого порядку, а праві частини рівнянь зовсім не містять похідних, 

тобто похідна кожного з невідомих може залежати від незалежної 

змінної та всіх невідомих, але не від похідних інших невідомих. 

 Важливість вивчення саме нормальної системи випливає з того, 

що системи, що містять похідні вищого порядку, часто можна 

переформулювати як системи першого порядку шляхом введення 

додаткових невідомих. Наступні два приклади ілюструють це. 

 

Приклад 2. Записати диференціальне рівняння 2-го порядку як 

систему лінійних диференціальних рівнянь першого порядку. 

2𝑦″ − 5𝑦′ + 𝑦 = 0, 𝑦(3) = 6 та 𝑦′(3) = −1 

Розв’язання. Можемо записати диференціальні рівняння вищого 

порядку як систему з простою зміною змінної. Почнемо з визначення 

наступних двох нових функцій. 

𝑥1(𝑡) = 𝑦(𝑡)

𝑥2(𝑡) = 𝑦′(𝑡)
 

А тепер зауважемо, якщо диференцюємо обидві сторони, ми 

отримаємо, 

𝑥′
1 = 𝑦′ = 𝑥2 

𝑥′
2 = 𝑦″ = −

1

2
𝑦 +

5

2
𝑦′ = −

1

2
𝑥1 +

5

2
𝑥2 

Також можемо перетворити початкові умови на нові функції. 

𝑥1(3) = 𝑦(3) = 6

𝑥2(3) = 𝑦′(3) = −1
 

Усе це разом дає наступну систему диференціальних рівнянь з 

початковими умовами: 

𝑥′
1 = 𝑥2,  

𝑥′
2 = −

1

2
𝑥1 +

5

2
𝑥2,  



𝑥1(3) = 6, 𝑥2(3) = −1 

Це є задача Коші системи рівнянь так само, як ми її формулювали для 

диференціального рівняння із початковими умовами. 

 

Поглянемо на інший приклад. 

Приклад 3. Записати диференціальне рівняння 4-го порядку як 

систему лінійних диференціальних рівнянь першого порядку 

𝑦(4) + 3𝑦″ − sin (𝑡)𝑦′ + 8𝑦 = 𝑡2 

𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 2, 𝑦″(0) = 3 and 𝑦‴(0) = 4 

Розв’язання. Як і в попередньому прикладі, потрібно буде визначити 

кілька нових функцій. Цього разу знадобляться 4 нові функції: 

𝑥1 = 𝑦 ⇒ 𝑥′
1 = 𝑦′ = 𝑥2 

𝑥2 = 𝑦′ ⇒ 𝑥′
2 = 𝑦′′ = 𝑥3 

𝑥3 = 𝑦′′ ⇒ 𝑥′
3 = 𝑦′′′ = 𝑥4 

𝑥4 = 𝑦′′′ ⇒ 𝑥′
4 = 𝑦(4) = −8𝑦 + sin (𝑡)𝑦′ − 3𝑦″ + 𝑡2 = 

−8𝑥1 + sin (𝑡)𝑥2 − 3𝑥3 + 𝑡2 

Тоді система диференціальних рівнянь першого порядку разом з 

початковими умовами є 

𝑥′
1 = 𝑥2 

𝑥′
2 = 𝑥3 

𝑥′
3 = 𝑥4 

𝑥′
4 = −8𝑥1 + sin (𝑡)𝑥2 − 3𝑥3 + 𝑡2 

𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 2, 𝑥3(0) = 3, 𝑥4(0) = 4 

 

Теорема 2. (Існування та єдиність розв’язку нормальної системи 

диференціальних рівнянь першого порядку) 

Якщо в (5) всі 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛), 𝑖 =  1,2, … , 𝑛 неперервні разом зі 

своїми частними похідними по 𝑦𝑖 , 
𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑦𝑖
(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛), у деякій (𝑛 +

1) – вимірній області 𝐷, то для будь-якої точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦10
, 𝑦20

, … , 𝑦𝑛0
) 

що належить області 𝐷 в деякому околі точки 𝑀0 існує єдиний 

розв’язок  

𝑦1 = 𝑦1(𝑥0), ... , 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛(𝑥0) 



який задовільняє початковим умовам 

𝑦1(𝑥0) = 𝑦10
, …, 𝑦𝑛(𝑥0) = 𝑦𝑛0

 

Для системи (5) дістанемо безліч розв’язків що залежать від 

довільних сталих:  

𝑦1 = 𝑦1(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛),  

𝑦2 = 𝑦2(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛),  

…,  

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) 

Ці розв’язки будуть загальними якщо за заданими початковими 

умовами  

𝑦1(𝑥0) = 𝑦10
, …, 𝑦𝑛(𝑥0) = 𝑦𝑛0

 

можна однозначно визначити сталі  𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 з рівнянь: 

𝑦1(𝑥0, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) = 𝑦10
 

𝑦2(𝑥0, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) = 𝑦20
 

... 

𝑦𝑛(𝑥0, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛) = 𝑦𝑛0
 

 

Нормальні системи диференціальних рівнянь можна переписати у 

матричній формі. 

 

Приклад 4. Перетворити наведену нижче систему в матричну форму. 

𝑥′
1 = 4𝑥1 + 7𝑥2

𝑥′
2 = −2𝑥1 − 5𝑥2

 

Розв’язання. Спочатку запишіть систему так, щоб кожна сторона була 

вектором: 

(
𝑥′

1

𝑥′
2
) = (

4𝑥1 + 7𝑥2

−2𝑥1 − 5𝑥2
) 

Тепер, якщо ми визначимо, 

𝑥
→

= (
𝑥1

𝑥2
) 

то, 

𝑥
→′ = (

𝑥′
1

𝑥′
2
) 



Тоді систему можна записати у матричній формі, 

𝑥
→′ = (

4 7
−2 −5

)  𝑥
→

 

Перетворимо систему з прикладу 3 у матричну форму.  

𝑥′
1 = 𝑥2

𝑥′
2 = −

1

2
𝑥1 +

5

2
𝑥2

 𝑥2(3) = −1, 𝑥1(3) = 6 

Спочатку позначимо, 

𝑥
→

= (
𝑥1

𝑥2
) 

Тоді, 

𝑥
→′ = (

0 1

−
1

2

5

2

) 𝑥
→

, та 𝑥
→
(3) = (

𝑥1(3)

𝑥2(3)
) = (

6
−1

) 

 

 42.2 Лінійні системи диференціальних рівнянь зі постійними 

коефіцієнтами 

 Лінійна система диференціальних рівнянь n-го порядку зі 

постійними коефіцієнтами записується як 

  

𝑦1
′ = 𝑎11𝑦1 + 𝑎12𝑦2 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑦𝑛 + 𝑓1(𝑥)

𝑦2
′ = 𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑦2 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑦𝑛 + 𝑓2(𝑥)

⋮
𝑦𝑛

′ = 𝑎𝑛1𝑦1 + 𝑎𝑛2𝑦2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑛 + 𝑓𝑛(𝑥)

 (6) 

або 

𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑥
= 𝑦𝑖

′ = ∑𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

+ 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1,2,… , 𝑛, 

де 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), ..., 𝑦𝑛(𝑥) – невідомі функції змінної 𝑥, 𝑎𝑖𝑗 задані сталі 

коефіцієнти, які можуть бути як дійсними, так і комплексними,, 𝑓𝑖  (𝑥) 

задані (в загальному випадку комплекснозначні) функції змінної 𝑥. 

Встановивши 𝑓𝑖(𝑥) = 0, маємо однорідні системи диференціальних 

рівнянь. Припускаємо, що всі ці функції неперервні на інтервалі 

(𝑎, 𝑏) осі дійсних чисел 𝑥.  

 

Системи рівнянь зі сталими коефіцієнтами можна розв'язувати 



різними способами. Найбільш часто використовуються такі методи: 

 метод виключення (метод зведення рівнянь до одного рівняння 

n-го порядку); 

 матричний метод або метод власних значень і власних векторів 

(у тому числі метод невизначених коефіцієнтів або жорданова 

форма у випадку кратних коренів характеристичного рівняння); 

 

42.2.1  Метод виключення 

За допомогою методу виключення нормальну лінійну систему 

рівнянь можна звести до одного лінійного рівняння n-го порядку. Цей 

метод корисний для простих систем, особливо для систем 2 порядку. 

Розглянемо однорідну систему двох рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами: 

{
𝑦1

′ = 𝑎11𝑦1 + 𝑎12𝑦2

𝑦2
′ = 𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑦2

, 

де 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥) невідомі функції змінної 𝑥. 

Диференціюємо перше рівняння та підставляємо похідну 𝑦2
′  з другого 

рівняння: 

𝑦1
′′ = 𝑎11𝑦1

′ + 𝑎12𝑦2
′ , ⇒ 

𝑦1
′′ = 𝑎11𝑦1

′ + 𝑎12(𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑦2),⇒ 

𝑦1
′′ = 𝑎11𝑦1

′ + 𝑎12𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑎12𝑦2 

Тепер ми підставляємо 𝑎12𝑦2  з першого рівняння. В результаті 

отримуємо лінійне однорідне рівняння другого порядку: 

𝑦1
′′ = 𝑎11𝑦1

′ + 𝑎12𝑎21𝑦1 + 𝑎22(𝑦1
′ − 𝑎11𝑦1),⇒ 

𝑦1
′′ = 𝑎11𝑦1

′ + 𝑎12𝑎21y + 𝑎22𝑥1
′ − 𝑎11𝑎22𝑦1, ⇒ 

𝑦1
′′ − (𝑎11 + 𝑎22)𝑦1

′ + (𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21)𝑦1 = 0. 

Розв’язок легко побудувати, якщо знати корені характеристичного 

рівняння: 

𝜆2 − (𝑎11 + 𝑎22)𝜆 + (𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21) = 0. 

 

Після визначення функції 𝑦1(𝑥)  іншу функцію 𝑦2(𝑥) можна знайти з 

першого рівняння. 



 

Зауваження. Метод виключення можна застосовувати не тільки до 

однорідних лінійних систем. Його також можна використовувати для 

розв'язування неоднорідних систем диференціальних рівнянь або 

систем рівнянь зі змінними коефіцієнтами 

 

Приклад 5. Розв’язати систему диференціальних рівнянь шляхом 

виключення: 

𝑦1
′ = 2𝑦1 + 3𝑦2, 

𝑦2
′ = 4𝑦1 − 2𝑦2. 

Розв’язання. Диференціюємо перше рівняння, а потім підставляємо 

похідну 𝑦2
′  з другого рівняння: 

𝑦1
′′ = 2𝑦1

′ + 3𝑦2
′ , ⇒ 𝑦1

′′ = 2𝑦1
′ + 3(4𝑦1 − 2𝑦2),⇒. 

𝑦1
′′ = 2𝑦1

′ + 12𝑦1 − 6𝑦2 

Виражаючи 3𝑦2  з першого рівняння, маємо 

3𝑦2 = 𝑦1
′ − 2𝑦1. 

Підставляючи це в останнє рівняння, отримуємо: 

𝑦1
′′ = 2𝑦1

′ + 12y − 2(𝑦1
′ − 2𝑦1),⇒ 

𝑦1
′′ = 2𝑦1

′ + 12𝑦1 − 2𝑦1
′ + 4𝑦1, ⇒ 𝑦1

′′ − 16𝑦1 = 0 

Знаходемо корені характеристичного рівняння: 

𝜆2 − 16 = 0,⇒ 𝜆1,2 = ±4. 

Таким чином, загальний розв’язок рівняння 2-го порядку для змінної 

𝑦1  визначається як 

𝑦1(𝑥) = 𝐶1𝑒
4𝑥 + 𝐶2𝑒

−4𝑥, 

де 𝐶1, 𝐶2 є довільними сталими. 

 Тепер ми обчислюємо похідну 𝑦1
′  і підставляємо вирази для 𝑦1, 

𝑦1
′  у перше рівняння вихідної системи: 

𝑦1
′(𝑥) = 4𝐶1𝑒

4𝑥 − 4𝐶2𝑒
−4𝑥, ⇒ 4𝐶1𝑒

4𝑥 − 4𝐶2𝑒
−4𝑥 = 

2𝐶1𝑒
4𝑥 + 2𝐶2𝑒

−4𝑥 + 3𝑦2, ⇒ 3𝑦2 = 2𝐶1𝑒
4𝑥 − 6𝐶2𝑒

−4𝑥, ⇒ 

𝑦2 =
2

3
𝐶1𝑒

4𝑥 − 2𝐶2𝑒
−4𝑥. 

Щоб зберегти цілі коефіцієнти, зручно позначити: 𝐶1 → 3𝐶1. В 



результаті отримуємо кінцевий розв’язок у такому вигляді: 

{
𝑦1(𝑥) = 3𝐶1𝑒

4𝑥 + 𝐶2𝑒
−4𝑥

𝑦2(𝑥) = 2𝐶1𝑒
4𝑥 − 2𝐶2𝑒

−4𝑥. 

 

Приклад 6. Розв’язати систему диференціальних рівнянь шляхом 

виключення: 

𝑥′ = 𝑥 + 2𝑦 + 𝑒−2𝑡 , 𝑦′ = 4𝑥 − 𝑦. 

Розв’язання. Диференціюємо перше рівняння, а потім підставляємо 

похідну 𝑦′ з другого рівняння: 

𝑥′′ = 𝑥′ + 2𝑦′ − 2𝑒−2𝑡, ⇒ 

𝑥′′ = 𝑥′ + 2(4𝑥 − 𝑦) − 2𝑒−2𝑡 , ⇒ 

𝑥′′ = 𝑥′ + 8𝑥 − 2𝑦 − 2𝑒−2𝑡 

Ми можемо розв’язати перше рівняння для 2𝑦  і підставити в останнє 

рівняння: 

2𝑦 = 𝑥′ − 𝑥 − 𝑒−2𝑡 , ⇒ 𝑥′′ = 𝑥′ + 8𝑥 − (𝑥′ − 𝑥 − 𝑒−2𝑡) − 2𝑒−2𝑡, ⇒ 

𝑥′′ = 𝑥′ + 8𝑥 − 𝑥′ + 𝑥 + 𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡 , ⇒ 

𝑥′′ − 9𝑥 = −𝑒−2𝑡 

Маємо лінійне неоднорідне рівняння другого порядку для функції 

𝑥(𝑡). 

Спочатку розв’яжемо однорідне рівняння 

𝑥′′ − 9𝑥 = 0. 

Корені характеристичного рівняння є 

𝜆2 − 9 = 0,⇒ 𝜆1,2 = ±3. 

Тоді розв’язок однорідного рівняння для 𝑥(𝑡) має такий вигляд: 

𝑥0(𝑡) = 𝐶1𝑒
3𝑡 + 𝐶2𝑒

−3𝑡, 

де 𝐶1, 𝐶2 є довільними сталими. 

Завдяки формі неоднорідного члена в рівнянні для 𝑥(𝑡), шукаємо 

частинний розв’язок 𝑥1(𝑡) у формі 

𝑥1(𝑡) = 𝐴𝑒−2𝑡 . 

Підставляючи цей розв’язок в неоднорідне диференціальне рівняння, 

визначаємо коефіцієнт 



(−2)2𝐴𝑒−2𝑡 − 9𝐴𝑒−2𝑡 = −𝑒−2𝑡 , ⇒ 4𝐴 − 9𝐴 = −1,⇒ 5𝐴 = 1,⇒ 𝐴 =
1

5
. 

Отже, частинний розв’язок𝑥1(𝑡) задано формулою 

𝑥1(𝑡) =
1

5
𝑒−2𝑡 . 

Відповідно, загальний розв’язок для функції 𝑥(𝑡), записується як 

𝑥(𝑡) = 𝑥0(𝑡) + 𝑥1(𝑡) = 𝐶1𝑒
3𝑡 + 𝐶2𝑒

−3𝑡 +
1

5
𝑒−2𝑡 . 

Залишається знайти функцію 𝑦(𝑡). Обчислюємо похідну 𝑥′(𝑡) і 

підставляємо її в перше рівняння вихідної системи: 

𝑥′(𝑡) = 3𝐶1𝑒
3𝑡 − 3𝐶2𝑒

−3𝑡 −
2

5
𝑒−2𝑡 , ⇒ 3𝐶1𝑒

3𝑡 − 3𝐶2𝑒
−3𝑡 −

2

5
𝑒−2𝑡 

= 𝐶1𝑒
3𝑡 + 𝐶2𝑒

−3𝑡 +
1

5
𝑒−2𝑡 + 2𝑦 + 𝑒−2𝑡, ⇒ 

2𝑦 = 2𝐶1𝑒
3𝑡 − 4𝐶2𝑒

−3𝑡 −
8

5
𝑒−2𝑡, ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑒

3𝑡 − 2𝐶2𝑒
−3𝑡 −

4

5
𝑒−2𝑡 . 

Остаточна відповідь записується наступним чином: 

{
𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑒

3𝑡 + 𝐶2𝑒
−3𝑡 +

1

5
𝑒−2𝑡

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑒
3𝑡 − 2𝐶2𝑒

−3𝑡 −
4

5
𝑒−2𝑡

. 

 

Приклад 7. Розв’язати систему диференціальних рівнянь шляхом 

виключення: 

𝑥′ = 3𝑥 − 𝑦 + 𝑧, 

𝑦′ = −𝑥 + 5𝑦 − 𝑧,  

𝑧′ = 𝑥 − 𝑦 + 3𝑧 

Розв’язання. Виключемо 𝑧. З першого рівняння виразимо 𝑧, 

диференціюємо рівняння, а потім підставляємо у друге та третє 

рівняння: 

𝑧 = 𝑥′ − 3𝑥 + 𝑦 

𝑧′ = 𝑥′′ − 3𝑥′ + 𝑦′ 
 

𝑦′ = −𝑥 + 5𝑦 − (𝑥′ − 3𝑥 + 𝑦),  𝑦′ + 𝑥′ = 2𝑥 + 4𝑦 

𝑥′′ − 3𝑥′ + 𝑦′ = 𝑥 − 𝑦 + 3𝑧,  𝑥′′ − 3𝑥′ + 𝑦′ = 𝑥 − 𝑦 + 3(𝑥′ − 3𝑥 +



𝑦),  𝑥′′ − 6𝑥′ + 𝑦′ = −8𝑥 + 2𝑦 

Запишемо різницю цих двох рівнянь та диференціюємо знайдене 

рівняння:  

𝑥′′ − 7𝑥′ = −10𝑥 − 2𝑦  

𝑥′′′ − 7𝑥′′ = −10𝑥′ − 2𝑦′ 

Виключемо 𝑦. Пoпопередні два рівняння віднімемо, де перед цим 

друге помножимо на 2, отримаємо: 

2𝑥′′ − 13𝑥′ + 𝑦′ = −10𝑥  𝑦′ = 2𝑥′′ − 13𝑥′ − 10𝑥, 

 а потім підставляємо похідну 𝑦′ у рівняння з 𝑥′′′, маємо: 

𝑥′′′ − 7𝑥′′ = −10𝑥′ − 2(2𝑥′′ − 13𝑥′ − 10𝑥), 

Звідки одержимо лінійне однорідне диференціальне рівняння: 

𝑥′′′ − 11𝑥′′ + 36𝑥′ − 36𝑥 = 0 

Далі, 

𝜆3 − 11𝜆2 + 36𝜆 − 36 = 0, 
Має дійсні корені 

𝜆1 = 2, 𝜆2 = 3, 𝜆3 = 6 

Отже загальний розв’язок: 

𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑒
2𝑡 + 𝐶2𝑒

3𝑡 + 𝐶3𝑒
6𝑡 

Для знаходження функції 𝑦(𝑡) підставемо 𝑥(𝑡) та її похідні 𝑥′ та 𝑥′′ у 

𝑥′′ − 7𝑥′ = −10𝑥 − 2𝑦  𝑦 =
1

2
(𝑥′′ − 7𝑥′ + 10𝑥) 

Маємо 

𝑦(𝑡) = 𝐶2𝑒
3𝑡 − 2𝐶3𝑒

6𝑡 

Нарешті з рівняння 𝑧 = 𝑥′ − 3𝑥 + 𝑦 дістанемо 

𝑧(𝑡) = −𝐶1𝑒
2𝑡 + 𝐶2𝑒

3𝑡 + 𝐶3𝑒
6𝑡 

Таким чином, загальний розв’язок:  

𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑒
2𝑡 + 𝐶2𝑒

3𝑡 + 𝐶3𝑒
6𝑡 

𝑦(𝑡) = 𝐶2𝑒
3𝑡 − 2𝐶3𝑒

6𝑡 

𝑧(𝑡) = −𝐶1𝑒
2𝑡 + 𝐶2𝑒

3𝑡 + 𝐶3𝑒
6𝑡 

 

Приклад 7. Знайти частинний розв’язок лінійної системи 

диференціальних рівнянь, що задовольняє початкові умови (задача 

Коші): 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑦 + 4𝑧,  

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 3𝑥 − 𝑦 + 3𝑧, 



𝑦(0) = 0, 𝑧(0) = 0 

Розв’язання. Щоб знайти частинний розв’язок системи 

диференціальних рівнянь, необхідно спочатку знайти її загальний 

розв’язок і потім домагатися, щоб він задовольняв початкові умови. 

 Задано неоднорідну систему лінійних диференціальних рівнянь, 

де 𝑦(𝑥) і 𝑧(𝑥) - шукані функції. Застосуємо до її розв’язання метод 

виключення та зведемо її до одного диференціального рівняння 2-го 

порядку. 

 Диференціюємо перше рівняння системи за змінною 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 4

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 0 

Підставимо в цю рівність вираз 
𝑑𝑧

𝑑𝑥
 із другого рівняння системи: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 4(3𝑥 − 𝑦 + 3𝑧) = 0  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 12𝑥 + 4𝑦 − 12𝑧 = 0 

Замінюючи функцію z її виразом з першого рівняння системи 

отримаємо лінійне неоднорідне рівняння 2-го порядку зі сталими 

коефіцієнтами відносно функції 𝑦(𝑥) 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 12𝑥 + 4𝑦 − 12

1

4
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦) = 0  

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 = 12𝑥 

Дотримуючись схеми розв’язання лінійних неоднорідних рівнянь 

знайдемо спочатку загальний розв’язок 𝑦з.𝑜. відповідного однорідного 

рівняння 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
−

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 = 0 

Характеристичне рівняння  

𝜆2 − 𝜆 − 2 = 0, 
Має дійсні корені 

𝜆1 = 2, 𝜆2 = −1 

Отже, 

𝑦з.𝑜. = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑥 



Тепер знайдемо частинний розв’язок 𝑦ч.н. y неоднорідного рівняння з 

правою частиною спеціального вигляду 

𝑦ч.н. = 𝐴𝑥 + 𝐵 

Тоді, підставляючи 𝑦ч.н. й знайдені похідні в неоднорідне рівняння, 

матимемо таке співвідношення для визначення коефіцієнтів 

− 𝐴 −  2(𝐴𝑥 +  𝐵) = 12𝑥 +  3  − 2𝐴𝑥 –  𝐴 −  2𝐵 = 12𝑥 +  3, 

звідки 

𝐴 = −6, 𝐵 =
3

2
 

Отже, 

𝑦ч.н. = −6𝑥 +
3

2
 

Таким чином, загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 

має вигляд 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑥 − 6𝑥 +
3

2
 

Тепер визначимо функцію 𝑧(𝑥). Для цього підставимо у вираз 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−2𝑦 + 4𝑧 функцію 𝑦(𝑥) та її похідну 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝐶1𝑒

2𝑥 − 𝐶2𝑒
−𝑥 − 6,  

𝑧(𝑥) = 𝐶1𝑒
2𝑥 +

1

4
𝐶2𝑒

−𝑥 − 3𝑥 −
3

4
 

Таким чином, загальний розв’язок заданої системи 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
2𝑥 + 𝐶2𝑒

−𝑥 − 6𝑥 +
3

2
 

𝑧(𝑥) = 𝐶1𝑒
2𝑥 +

1

4
𝐶2𝑒

−𝑥 − 3𝑥 −
3

4
 

Щоб знайти частинний розв’язок, скористаємось початковими 

умовами: 

𝑦(0) = 0,  𝐶1 + 𝐶2 +
3

2
= 0 

𝑧(0) = 0  𝐶1 +
1

4
𝐶2 −

3

4
= 0 

звідки 

𝐶1 =
3

2
, 𝐶2 = −3 

Підставивши 𝐶1 і 𝐶2 у загальний розв’язок системи, матимемо 



шуканий частинний розв’язок: 

𝑦(𝑥) =
3

2
𝑒2𝑥 − 3𝑒−𝑥 − 6𝑥 +

3

2
 

𝑧(𝑥) =
3

2
𝑒2𝑥 −

3

4
𝑒−𝑥 − 3𝑥 −

3

4
 

 

42.2.2  Матричний метод 

Метод виключення може бути застосований і для нормальних систем 

з більшою кількістю рівнянь і невідомих функцій, але його реалізація 

при цьому ускладнюється. Тому існують і інші методи розв’язування 

таких систем. Наприклад, матричний метод інтегрування нормальної 

системи рівнянь (6), у випадку, коли вона є системою лінійних 

однорідних диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами, тобто 

систему вигляду (6).  

Для простоти обмежимось розглядом системи трьох рівнянь з трьома 

невідомими функціями 𝑥(𝑡) , 𝑦(𝑡) , 𝑧(𝑡) : 

  𝑥′(𝑡) = 𝑎11x + 𝑎12y + 𝑎13z 

  y′(t) = 𝑎21x + 𝑎22y + 𝑎23z (7) 

  z′(t) = 𝑎31x + 𝑎32y + 𝑎33z 

Цю систему запишимо у вигляді матричного диференціального 

рівняння: 

𝑋′(𝑡) = 𝐴𝑋(𝑡), 

де  𝑋′(𝑡) = (

𝑥′(𝑡)

y′(t)

z′(t)
), 𝑋(𝑡) = (

𝑥(𝑡)
y(t)
z(t)

), 𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

) 

Будемо шукати частинний розв’язок системи (7) у вигляді 

  𝑥(𝑡) = 𝛼𝑒𝜆𝑡 , 𝑦(𝑡) = 𝛽𝑒𝜆𝑡 , 𝑧(𝑡) = 𝛾𝑒𝜆𝑡 , (8) 

де 𝛼, 𝛽 , 𝛾 , 𝜆 - сталі, які треба підібрати таким чином, щоб функції (8) 

задовольняли систему (7). 

Підставивши ці функції в систему (7) та скоротивши на множник 

𝑒𝜆𝑡 ≠ 0 дістанемо: 

  𝛼𝜆 = 𝑎11α + 𝑎12β + 𝑎13γ 

  β𝜆 = 𝑎21α + 𝑎22β + 𝑎23γ  



  γ𝜆 = 𝑎31α + 𝑎32β + 𝑎33γ 

або 

  (𝑎11 − 𝜆)α + 𝑎12β + 𝑎13γ = 0 

  𝑎21α + (𝑎22 − λ)β + 𝑎23γ = 0 (9) 

  𝑎31α + 𝑎32β + (𝑎33 − λ)γ = 0 

Систему (9) можна розглядати як однорідну систему трьох лінійних 

алгебраїчних рівнянь з трьома невідомими , 𝛽 , 𝛾. Щоб ця система 

мала ненульовий розв’язок, необхідно і достатньо, щоб визначник 

системи дорівнював нулю: 

  |

𝑎11 − 𝜆 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 − 𝜆 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 𝜆
| = 0 (10) 

Його можна записати у матричному вигляді: 

|𝐴 − 𝜆𝐸| = 0 

де 𝐸 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) - одинична матриця. 

Розкривши визначник (10) , отримаємо рівняння третього степеня 

відносно 𝜆. Воно матиме три кореня 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 які називаються 

характеристичними числами матриці 𝐴. Кожному характеристичному 

числу i 𝜆𝑖 відповідає свій власний вектор (𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 , 𝛾𝑖). 

 

Розглянемо можливі випадки. 

Випадок 1. Нехай всі корені характеристичного рівняння дійсні і 

різні: 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ ℝ 

Для кожного кореня 𝜆𝑖 (𝑖 = 1,2,3) запишемо систему (9) і визначимо 

коефіцієнти 𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 , 𝛾𝑖 (один з коефіцієнтів можна вважати рівним 

одиниці). Таким чином, отримаємо: 

1) для кореня 𝜆1 частинний розв’язок системи (7):  

  𝑥1(𝑡) = 𝛼1𝑒
𝜆1𝑡 , 𝑦1(𝑡) = 𝛽1𝑒

𝜆1𝑡 , 𝑧1(𝑡) = 𝛾1𝑒
𝜆1𝑡 , 

тобто власному числу 𝜆1  відповідає власний вектор (𝛼1, 𝛽1, 𝛾1) 

2) для кореня 𝜆2 частинний розв’язок системи (7):  

  𝑥2(𝑡) = 𝛼2𝑒
𝜆2𝑡 , 𝑦2(𝑡) = 𝛽2𝑒

𝜆2𝑡 , 𝑧2(𝑡) = 𝛾2𝑒
𝜆2𝑡 , 



тобто власному числу 𝜆2  відповідає власний вектор (𝛼2, 𝛽2, 𝛾2) 

3) для кореня 𝜆3 частинний розв’язок системи (7):  

  𝑥3(𝑡) = 𝛼3𝑒
𝜆3𝑡 , 𝑦3(𝑡) = 𝛽3𝑒

𝜆3𝑡 , 𝑧3(𝑡) = 𝛾3𝑒
𝜆3𝑡 , 

тобто власному числу 𝜆3  відповідає власний вектор (𝛼3, 𝛽3, 𝛾3) 

Можна показати, що ці функції утворюють фундаментальну систему 

частинних розв’язків системи. Тоді загальний розв’язок системи (7) 

запишеться у вигляді: 

  𝑥(𝑡) = 𝐶1x1(𝑡) + C2𝑥2(𝑡) + 𝐶3𝑥3(𝑡) 

  𝑦(𝑡) = 𝐶1y1(𝑡) + C2𝑦2(𝑡) + 𝐶3𝑦3(𝑡)  

  𝑧(𝑡) = 𝐶1z1(𝑡) + C2𝑧2(𝑡) + 𝐶3𝑧3(𝑡) 

 

  𝑥(𝑡) = 𝐶1𝛼1𝑒
𝜆1𝑡 + C2𝛽1𝑒

𝜆1𝑡 + 𝐶3𝛾1𝑒
𝜆1𝑡 

  𝑦(𝑡) = 𝐶1𝛼2𝑒
𝜆2𝑡 + C2𝛽2𝑒

𝜆2𝑡 + 𝐶3𝛾2𝑒
𝜆2𝑡 (11) 

  𝑧(𝑡) = 𝐶1𝛼3𝑒
𝜆3𝑡 + C2𝛽3𝑒

𝜆3𝑡 + 𝐶3𝛾3𝑒
𝜆3𝑡 

 

Приклад 8. Знайти загальний розв’язок системи рівнянь 

𝑥′ = 6𝑥 − 12𝑦 − 𝑧, 

𝑦′ = 𝑥 − 3𝑦 − 𝑧,  

𝑧′ = −4𝑥 + 12𝑦 + 3𝑧 

Розв’язання. Дана система є лінійною однорідною системою трьох 

рівнянь відносно шуканих функцій, 𝑥(𝑡) , 𝑦(𝑡) , 𝑧(𝑡) для її 

розв’язання 

матричний метод. 

Складемо характеристичне рівняння цієї системи: 

  |
6 − 𝜆 −12 −1

1 −3 − 𝜆 −1
−4 12 3 − 𝜆

| = 0  

Розкриваючи визначник, знаходимо 

𝜆3 − 6𝜆2 + 11𝜆 − 6 = 0, 
Отримане кубічне рівняння має три дійсних різних кореня: 

𝜆1 = 1, 𝜆2 = 2, 𝜆3 = 3 

- власні числа головної матриці системи 𝐴. Знайдемо відповідні їм 

власні вектори та частинні розв’язки системи. Отже, 



Для 𝜆1 = 1 маємо: 

  (6 − 1)α1 − 12β1 − γ1 = 0 

  α1 + (−3 − 1)β1 − γ1 = 0  

  −4α1 + 12β1 + (3 − 1)γ1 = 0 

Отже, власному числу 𝜆1 = 1 відповідає власний вектор 

(𝛼1, 𝛽1, 𝛾1) = (1,
1

2
, −1) 

а частинний розв’язок, при цьому, матиме вигляд: 

 𝑥1(𝑡) = 𝛼1𝑒
𝜆1𝑡 = 𝑒𝑡 , 𝑦1(𝑡) = 𝛽1𝑒

𝜆1𝑡 =
1

2
𝑒𝑡 , 𝑧1(𝑡) = 𝛾1𝑒

𝜆1𝑡 = −𝑒𝑡 

 

Для 𝜆2 = 2 маємо: 

  (6 − 2)α2 − 12β2 − γ2 = 0 

  α2 + (−3 − 2)β2 − γ2 = 0  

  −4α2 + 12β2 + (3 − 2)γ2 = 0 

Отже, власному числу 𝜆2 = 1 відповідає власний вектор 

(𝛼2, 𝛽2, 𝛾2) = (1,
3

7
,
8

7
) 

а частинний розв’язок, при цьому, матиме вигляд: 

𝑥2(𝑡) = 𝛼2𝑒
𝜆2𝑡 = 𝑒2𝑡 , 𝑦2(𝑡) = 𝛽2𝑒

𝜆2𝑡 =
3

7
𝑒2𝑡 , 𝑧2(𝑡) = 𝛾2𝑒

𝜆2𝑡 = −
8

7
𝑒2𝑡 

 

Для 𝜆3 = 3 маємо: 

  (6 − 3)α2 − 12β2 − γ2 = 0 

  α2 + (−3 − 3)β2 − γ2 = 0  

  −4α2 + 12β2 + (3 − 3)γ2 = 0 

Отже, власному числу 𝜆3 = 3 відповідає власний вектор 

(𝛼3, 𝛽3, 𝛾3) = (1,
1

3
, −1) 

а частинний розв’язок, при цьому, матиме вигляд: 

𝑥3(𝑡) = 𝛼3𝑒
𝜆3𝑡 = 𝑒3𝑡 , 𝑦3(𝑡) = 𝛽3𝑒

𝜆3𝑡 =
1

3
𝑒3𝑡 , 𝑧3(𝑡) = 𝛾3𝑒

𝜆3𝑡 = −𝑒3𝑡 

Частинні отримані розв’язки утворюють фундаментальну систему 

розв’язків. Тоді згідно з формулою (11) загальний розв’язок системи 

запишеться у вигляді: 



  𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑒
𝑡 + C2𝑒

2𝑡 + 𝐶3𝑒
3𝑡 

  𝑦(𝑡) =
1

2
𝐶1𝑒

𝑡 +
3

7
C2𝑒

2𝑡 +
1

3
𝐶3𝑒

3𝑡  

  𝑧(𝑡) = −𝐶1𝑒
𝑡 −

8

7
C2𝑒

2𝑡 − 𝐶3𝑒
3𝑡 

 

Випадок 2. Корені характеристичного рівняння різні, але серед них є 

комплексні: 𝜆1 = 𝑎 + 𝑖𝑏, 𝜆2 = 𝑎 − 𝑖𝑏, 𝜆3 ∈ ℝ 

У цьому випадку вигляд частинних розв’язків визначається так само, 

як і у випадку 1. При цьому, відокремлюючи в отриманих 

комплексних частинних розв’язках за допомогою формул Ейлера 

 

Зауваження. Комплексно-спряженим кореням 𝜆1 = 𝑎 ± 𝑖𝑏 

характеристичного рівняння відповідають одні і ті самі розв’язки, 

тобто корінь 𝜆2 = 𝑎 − 𝑖𝑏 не дає нових лінійно незалежних дійсних 

розв’язків. 

 

Побудувавши частинні розв’язки, що відповідають усім кореням 

характеристичного рівняння, і взявши лінійну комбінацію всіх 

побудованих лінійно незалежних частинних розв’язків з довільними 

сталими, дістанемо загальний розв’язок системи (7). 

 

Приклад 9. Знайти частинний розв’язок лінійної системи 

диференціальних рівнянь, що задовольняє початкові умови (задача 

Коші): 

𝑥′ = 𝑥 + 𝑦, 

𝑦′ = −𝑥 + 𝑦 − 𝑧,  

𝑧′ = 3𝑦 + 𝑧 

𝑥(0) = 7, 𝑦(0) = 2, 𝑧(0) = 1 

Розв’язання. Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння цієї 

системи: 

  |
1 − 𝜆 1 0
−1 1 − 𝜆 −1
0 3 1 − 𝜆

| = 0  

Розкриваючи визначник, знаходимо корені 



𝜆1 = 1, 𝜆2 = 1 + 2𝑖, 𝜆3 = 1 − 2𝑖 
Знайдемо відповідні їм власні вектори та частинні розв’язки системи. 

Отже, 

 Для 𝜆1 = 1 маємо: 

  (1 − 1)α1 + β1 + 0γ1 = 0 

  −1α1 + (1 − 1)β1 − γ1 = 0  

  0α1 + 3β1 + (1 − 1)γ1 = 0 

Отже, власному числу 𝜆1 = 1 відповідає власний вектор 

(𝛼1, 𝛽1, 𝛾1) = (1,0, −1) 

а частинний розв’язок, при цьому, матиме вигляд: 

 𝑥1(𝑡) = 𝛼1𝑒
𝜆1𝑡 = 𝑒𝑡 , 𝑦1(𝑡) = 𝛽1𝑒

𝜆1𝑡 = 0, 𝑧1(𝑡) = 𝛾1𝑒
𝜆1𝑡 = −𝑒𝑡 

 

 Для 𝜆2 = 1 + 2𝑖 маємо: 

  (1 + 2𝑖 − 1)α1 + β1 + 0γ1 = 0 

  −1α1 + (1 + 2i − 1)β1 − γ1 = 0  

  0α1 + 3β1 + (1 + 2i − 1)γ1 = 0 

Отже, власному числу 𝜆2 = 1 + 2𝑖 відповідає власний вектор 

(𝛼2, 𝛽2, 𝛾2) = (1,2𝑖, 3) 

а частинний розв’язок, при цьому, матиме вигляд: 

 𝑥2(𝑡) = 𝛼2𝑒
𝜆2𝑡 = 𝑒(1+2𝑖)𝑡 , 𝑦2(𝑡) = 𝛽2𝑒

𝜆2𝑡 = 2𝑖𝑒(1+2𝑖)𝑡, 𝑧2(𝑡) =

𝛾2𝑒
𝜆2𝑡 = 3𝑒(1+2𝑖)𝑡 

В знайдених розв’язках виділимо дійсну ( Re ) та уявну (Im) частини: 

𝑥2(𝑡) = 𝑒(1+2𝑖)𝑡 = 𝑒𝑡(cos 2𝑡 + 𝑖 sin 2𝑡) 

Re𝑥2(𝑡) = 𝑒𝑡 cos 2𝑡, Im𝑥2(𝑡) = 𝑒𝑡 sin 2𝑡 

𝑦2(𝑡) = 2𝑖𝑒(1+2𝑖)𝑡 = 𝑒𝑡(2𝑖 cos 2𝑡 − 2 sin 2𝑡) 

Re𝑦2(𝑡) = −2𝑒𝑡 sin 2𝑡, Im𝑦2(𝑡) = 2𝑒𝑡 cos 2𝑡 

𝑧2(𝑡) = 3𝑒(1+2𝑖)𝑡 = 3𝑒𝑡(cos 2𝑡 + 𝑖 sin 2𝑡) 

Re𝑧2(𝑡) = 3𝑒𝑡 cos 2𝑡, Im𝑦2(𝑡) = 3𝑒𝑡 sin 2𝑡 

 

Як відмічалося, отримані дійсні та уявні частини комплексного 

розв'язку є також частинними розв’язками заданої системи. 

 



 Для кореня 𝜆3 = 1 − 2𝑖  частинних розв’язків шукати не будемо, 

оскільки, згідно зауваження, це призведе з точністю до знака до таких 

самих розв’язків, тобто вони будуть лінійно залежними з розв’язками, 

що відповідають кореню 𝜆2 = 1 + 2𝑖. 

Отже, отримані частинні розв’язки, утворюють фундаментальну 

систему розв’язків. Таким чином, згідно з формулою (3.7) загальний 

розв’язок системи має вигляд: 

  𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑒
𝑡 + C2𝑒

𝑡 cos 2𝑡 + 𝐶3𝑒
𝑡 sin 2𝑡 

  𝑦(𝑡) = 0𝐶1 − 2C2𝑒
𝑡 sin 2𝑡 + 2𝐶3𝑒

𝑡 cos 2𝑡  

  𝑧(𝑡) = −𝐶1𝑒
𝑡 + 3C2𝑒

𝑡 cos 2𝑡 + 3𝐶3𝑒
𝑡 sin 2𝑡 

 

Випадок 3. Характеристичне рівняння містить корінь 𝜆𝑖 кратності m 

 Цей розв’язок залежить від m довільних сталих. Сталі A,B,C,...,N 

визначаються методом невизначених коефіцієнтів. Виразивши усі 

коефіцієнти через довільні m з них, покладаємо почергово один з них 

рівним одиниці, а решта – нулю. В результаті отримаємо m лінійно 

незалежних частинних розв’язків системи (7). 

 

Приклад 10. Знайти розв’язок лінійної системи диференціальних 

рівнянь: 

𝑥′ = 𝑥 − 𝑦 + 𝑧, 

𝑦′ = 𝑥 + 𝑦 − 𝑧,  

𝑧′ = −𝑦 + 2𝑧 

Розв’язання. Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння цієї 

системи: 

  |
1 − 𝜆 −1 1

1 1 − 𝜆 −1
0 −1 2 − 𝜆

| = 0  

Розкриваючи визначник,  

(1 − 2𝜆 + 𝜆2)(2 − 𝜆)  =  0 

знаходимо корені 

𝜆1 = 2, 𝜆2 = 𝜆3 = 1 

Знайдемо відповідні їм власні вектори та частинні розв’язки системи.  



 Для простого кореня 𝜆1 = 2 маємо: 

  (1 − 2)α1 − β1 + γ1 = 0 

  1α1 + (1 − 2)β1 − γ1 = 0  

  0α1 − β1 + (2 − 1)γ1 = 0 

Отже, власному числу 𝜆1 = 2 відповідає власний вектор 

(𝛼1, 𝛽1, 𝛾1) = (1,0,1) 

а частинний розв’язок, при цьому, матиме вигляд: 

 𝑥1(𝑡) = 𝛼1𝑒
𝜆1𝑡 = 𝑒2𝑡 , 𝑦1(𝑡) = 𝛽1𝑒

𝜆1𝑡 = 0, 𝑧1(𝑡) = 𝛾1𝑒
𝜆1𝑡 = 𝑒2𝑡 

 

 Для двократного кореня 𝜆2 = 𝜆3 = 1 маємо: 

𝑥2,3(𝑡) = (𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒𝜆𝑡, 𝑦2,3(𝑡) = (𝐶𝑡 + 𝐷)𝑒𝜆𝑡, 𝑧2,3(𝑡) = (𝐸𝑡 + 𝐹)𝑒𝜆𝑡 

де A,B,C,D,E,F - невизначені коефіцієнти. 

Знайшовши похідні від цих функцій (розв’язків) і підставивши їх 

разом із самими функціями в рівняння вихідної системи, матимемо 

 

  𝐴et + (𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒𝑡 = (𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒𝑡 − (𝐶𝑡 + 𝐷)𝑒𝑡 + (𝐸𝑡 + 𝐹)𝑒𝑡 

  𝐶et + (𝐶𝑡 + 𝐷)𝑒𝑡 = (𝐴𝑡 + 𝐵)𝑒𝑡 + (𝐶𝑡 + 𝐷)𝑒𝑡 − (𝐸𝑡 + 𝐹)𝑒𝑡  

  𝐸et + (𝐸𝑡 + 𝐹)𝑒𝑡 = −(𝐶𝑡 + 𝐷)𝑒𝑡 + 2(𝐸𝑡 + 𝐹)𝑒𝑡 

або, після скорочення на 𝑒𝑡 ≠ 0 та зібравши подібні доданки, 

отримаємо 

(𝐶 − 𝐸)𝑡 + 𝐴 + 𝐷 − 𝐹 = 0, 

(𝐴 − 𝐸)𝑡 + 𝐵 − 𝐶 − 𝐹 = 0, 

(𝐶 − 𝐸)𝑡 + 𝐸 + 𝐷 − 𝐹 = 0 

Якщо прирівняти коефіцієнти при однакових степенях 𝑡 в усіх 

рівняннях, то одержимо систему рівнянь для знаходження 

A,B,C,D,E,F: 

𝐶 − 𝐸 = 0, 

𝐴 − 𝐸 = 0, 

𝐴 + 𝐷 − 𝐹 = 0, 

𝐵 − 𝐶 − 𝐹 = 0, 

𝐸 + 𝐷 − 𝐹 = 0 

Оскільки розв’язок залежить від двох (𝑚 =  2) довільних сталих, 



виразимо усі коефіцієнти через два з них, наприклад через A і B: 

𝐸 = 𝐴, 

𝐶 = 𝐴, 

𝐹 =  𝐵 −  𝐶 = 𝐵 − 𝐴 , 

𝐷 =  𝐹 −  𝐴 = 𝐵 − 2𝐴 

Покладаючи 𝐴 = 1, 𝐵 =  0, знаходимо: 𝐶 = 1, 𝐷 =  −2, 𝐸 = 1, 𝐹 =

 −1. 

Покладаючи 𝐴 =  0, 𝐵 = 1, знаходимо: 𝐶 =  0, 𝐷 = 1, 𝐸 =  0, 𝐹 =

1. 

Таким чином, отримали два лінійно незалежних частинних розв’язки, 

що відповідають двократному кореню 𝜆2 = 𝜆3 = 1: 

 

 𝑥2(𝑡) = 𝑡𝑒𝑡 , 𝑦2(𝑡) = (𝑡 − 2)𝑒𝑡, 𝑧2(𝑡) = (𝑡 − 1)𝑒𝑡,  

𝑥3(𝑡) = 𝑒𝑡 , 𝑦3(𝑡) = 𝑒𝑡, 𝑧3(𝑡) = 𝑒𝑡 

Отже, загальний розв’язок вихідної системи має вигляд: 

  𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑒
𝑡 + C2𝑒

𝑡 + 𝐶3𝑒
𝑡 

  𝑦(𝑡) = (𝑡 − 2)𝐶2𝑒
𝑡 + 𝐶3𝑒

𝑡  

  𝑧(𝑡) = 𝐶1𝑒
2𝑡 + (𝑡 − 1)𝐶2𝑒

𝑡 + 𝐶3𝑒
𝑡 

 


