
Модуль 2: ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ 

Лекція 45: Знакозмінні числові ряди 

 Дотепер ми розглядали ряди з невід’ємними членами. Ряди з недодатними 

членами відрізняються від відповідних рядів з невід’ємними членами тільки 

множником –1, тому питання про їх збіжність вирішується аналогічно. 

 Розглянемо ряди з членами довільних знаків.  

 45.1 Абсолютна та умовна збіжність 

Означення 1. Знакозмінним рядом називається ряд, членами якого є дійсні 

числа довільного знаку. Нехай 

  𝑎1 +  𝑎2 + ⋯ +  𝑎𝑛 + ⋯ (1) 

– деякий знакозмінний ряд, де числа 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, … можуть бути як 

додатними, так і від’ємними, причому розташування додатних і від’ємних 

членів у ряді довільне.  

 Одночасно розглянемо ряд, складений з абсолютних величин членів ряду 

(1): 

  |𝑎1| +  |𝑎2| + ⋯ +  |𝑎𝑛| + ⋯ (2) 

Складений з модулів ряд (2) є рядом з невід’ємними членами, тому його 

можна досліджувати методами, які викладені раніше. 

 Між збіжністю рядів (2) і (1) існує зв’язок, що виражається наступною 

теоремою. 

 Теорема 1. (Достатня ознака збіжності знакозмінного ряду). Якщо ряд 

(2) збігається, то збігається і ряд (1). 

 Доведення. Нехай ряд (2) збігається. На основі критерію Коші, 

послідовність часткових сум {𝑆′𝑛} ряду (2) має наступну властивість: для 

кожного 𝜀 >  0 існує такий номер N, що для всіх 𝑛 >  𝑁 і всіх цілих 𝑚 > 0 

виконується нерівність 

|𝑆′𝑛+𝑚 − 𝑆′𝑛| < 𝜀 

Оскільки, 



𝑆′𝑛+𝑚 = |𝑎1| + |𝑎2| + ⋯ +  |𝑎𝑛+𝑚|,  

а 

𝑆′𝑛 = |𝑎1| +  |𝑎2| + ⋯ + |𝑎𝑛| 

то справедливо 

|𝑆′𝑛+𝑚 − 𝑆′𝑛| = |𝑎𝑛+1| + |𝑎𝑛+2| + ⋯ + |𝑎𝑛+𝑚| < 𝜀 

З урахуванням нерівності 

|𝑎𝑛+1 +  𝑎𝑛+2 + ⋯ +  𝑎𝑛+𝑚| ≤ |𝑎𝑛+1| +  |𝑎𝑛+2| + ⋯ +  |𝑎𝑛+𝑚| 

маємо 

|𝑎𝑛+1 +  𝑎𝑛+2 + ⋯ +  𝑎𝑛+𝑚| < 𝜀 

Для ряду (1), послідовність часткових сум ряду позначимо {𝑆𝑛}. Отже 

𝑆𝑛+𝑚 = 𝑎1 +  𝑎2 + ⋯ +  𝑎𝑛+𝑚,  

а 

𝑆𝑛 = 𝑎1 +  𝑎2 + ⋯ +  𝑎𝑛 

то справедливо 

|𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛| = |𝑎𝑛+1 +  𝑎𝑛+2 + ⋯ + 𝑎𝑛+𝑚| < 𝜀 

Таку саму нерівність як для збіжного ряду (2), з якої випливає, що 

послідовність часткових сум {𝑆𝑛} ряду (1) має наступну властивість: ∀𝜀 >  0 

існує такий номер N, що для всіх 𝑛 >  𝑁 і всіх цілих 𝑚 >  0 справедливо  

|𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛| < 𝜀 

На основі критерію Коші ряд (1) збігається.  

 Зауваження: Обернене твердження несправедливе, тобто із збіжності ря-

ду (1) не випливає збіжність ряду (2). 

 Приклад 1. Розглянемо ряд 

 



 

 Приклад 2. Дослідити знакозмінний ряд 
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Означення 2. Знакозмінний ряд (1) називається абсолютно збіжним, якщо 

збігається ряд, складений з модулів його членів (2). 

 Введене означення дозволяє привести еквівалентне формулювання 

Теореми 1. 

 Теорема 1’. (Достатня ознака збіжності знакозмінного ряду). Довільний 

абсолютно збіжний ряд збігається. 

Означення 3. Якщо ряд, складений з модулів його членів (2) розбігається, але 

даний знакозмінний ряд (1) збігається, то він називається умовно збіжним. 

 

 45.2 Властивості знакозмінних рядів 

Зосередимось на основних властивостях абсолютно збіжних числових рядів.  

Теорема 2. (Про можливість переставляти члени в абсолютно збіжних 

рядах). Якщо в абсолютно збіжному ряді довільно переставити члени, то 

отриманий ряд також буде абсолютно збіжним, а його сума буде дорівнювати 

сумі даного ряду. 

 Без доведення. 

 Тепер займемося множенням рядів. Нехай дано два збіжних ряди  



 

(a) 

(b) 

Наслідуючи правило множення кінцевих сум, розглянемо усякі можливі парні 

добутки 𝑢𝑖𝑣𝑘 членів цих рядів. З цих добутків складемо нескінченну таблицю 

 

(c) 

Ці добутки можна розташувати різними способами у вигляді послідовності. 

Теорема 3 (Про множення абсолютно збіжних рядів). Якщо обидва ряди (a) і 

(b) є абсолютно збіжними, то ряд, складений з добутків (c), узятих у будь-

якому порядку, також є абсолютно збіжним, і сума його дорівнює добутку сум 

𝑆(1)𝑆(2). 

Зауваження. При множенні рядів зручно розміщувати добутки (c) по 

діагоналях. У такому випадку 

 

 45.3 Ряди, знаки членів яких чергуються -знакоперемежні ряди. 

Ознака Лейбніца 

 Окремим випадком знакозмінних рядів є так звані знакопереміжні ряди. 

Означення 3. Знакозмінний ряд називається знакопереміжним, якщо його 

сусідні члени мають різні знаки 

  𝑎1 −  𝑎2 + 𝑎3 − 𝑎4 + ⋯ (−1)𝑛 𝑎𝑛 + ⋯ (3) 

де 𝑎𝑛 > 0. 

Для знакопереміжних рядів має місце така достатня ознака збіжності. 



 Теорема 4 (Ознака збіжності Лейбніца). 

Якщо абсолютні величини членів знакопереміжного ряду (3) утворюють 

монотонно незростаючу послідовність, що прямує до нуля, тобто 

𝑎1 ≥  𝑎2 ≥ 𝑎3 ≥ 𝑎4 ≥ ⋯ ≥  𝑎𝑛 ≥ ⋯ 

і 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 

то ряд (3) збігається. 

Доведення. Нехай задано ряд (3) і 𝑎𝑛 ≥  𝑎𝑛+1 (𝑛 = 1,2,3, . .. ), 𝑎𝑛 →  0, 𝑛 → ∞.  

 Розглянемо часткову суму ряду (3) з парною кількістю членів 

𝑆2𝑛 =  𝑎1– 𝑎2 + 𝑎3– 𝑎4 + … + 𝑎2𝑛−1– 𝑎2𝑛 = 

=  (𝑎1– 𝑎2) + (𝑎3– 𝑎4) +  … +  (𝑎2𝑛−1– 𝑎2𝑛) 

За умовою теореми, різниці в дужках є невід’ємними. Тому послідовність 

{𝑆2𝑛} є неспадною. Доведемо, що ця послідовність є обмеженою. 

 Представимо 𝑆2𝑛 у вигляді 

𝑆2𝑛 =  𝑎1– [(𝑎2– 𝑎3) + (𝑎4– 𝑎5) +  … +  (𝑎2𝑛−1– 𝑎2𝑛−1) +  𝑎2𝑛] 

За умови теореми, у всіх круглих дужках містяться невід’ємні числа, отже, 

сума, що стоїть у квадратних дужках, є невід’ємною. Звідси 

𝑆2𝑛 ≤  𝑎1 

Таким чином, послідовність {𝑆2𝑛} є неспадною, обмеженою, тому вона має 

границю. 

lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛 = 𝑆 ≤  𝑎1 

 Покажемо тепер, що послідовність часткових сум непарної кількості 

членів {𝑆2𝑛+1} прямує до тієї ж самої границі. 

𝑆2𝑛+1 =  𝑆2𝑛 +  𝑎2𝑛+1 

Перейдемо до границі при 𝑛 → ∞ у цій рівності. З урахуванням умови 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 маємо 

lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛+1 = lim
𝑛→∞

(𝑆2𝑛 + 𝑎2𝑛+1) = lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛 + lim
𝑛→∞

𝑎2𝑛+1 = 𝑆 + 0 = 𝑆 

Таким чином, послідовність {𝑆𝑛} часткових сум ряду (3) прямує до границі S. 

Це означає, що ряд (3) збігається.  



 Приклад 3. Дослідити знакопереміжний ряд 

 

 Наслідок. Для знакопереміжного ряду (3), що задовольняє ознаці 

збіжності Лейбніца, залишок ряду 𝑟𝑛 за абсолютною величиною не перевищує 

абсолютної величини першого з членів, що відкидаються. 

|𝑟𝑛| ≤  𝑎𝑛+1 

 Доведення. Залишок ряду 𝑟𝑛 за означенням являє собою ряд 

𝑟𝑛 = ±𝑎𝑛+1 ± 𝑎𝑛+2 ± 𝑎𝑛+3 ± ⋯ 

що задовольняє всі умови ознаки Лейбніца. Тому він збігається, а на основі 

вище доведеної нерівності - його сума за абсолютною величиною не 

перевищує модуля першого члена ряду.  

 Зауваження. Наслідок з ознаки збіжності Лейбніца дозволяє оцінити 

похибку, що допускається при відкиданні всіх членів ряду, починаючи з 

деякого. 

 Оцінка похибки при обчисленнях зі знакопереміжними рядами 

Обчислення суми ряду 𝑆 є, як правило, більш важкою задачею, ніж з’ясування 

питання про збіжність ряду. Часто точне значення суми залишається 

невідомим. Однак, завжди можна обчислити наближене значення суми ряду з 

бажаним ступенем точності. Дійсно, нехай задано ряд, що збігається 

𝑎1 +  𝑎2 +  … +  𝑎𝑛 +  … 

Тоді його суму позначена як S,  

𝑆 = 𝑎1 +  𝑎2 +  … +  𝑎𝑛 +  … 



 Нехай 𝑆𝑛 – 𝑛-а часткова сума ряду. Отже має місце співвідношення: 

𝑟𝑛 =  𝑆 – 𝑆𝑛, 

де 𝑟𝑛 – 𝑛-й залишок ряду, причому за теоремою про залишок ряду, що 

збігається 

lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 = 0 

Формула для обчислення 𝑟𝑛 показує: якщо замість точного значення суми S 

узяти 𝑆𝑛, то похибка, яку ми допустимо, буде дорівнювати 𝑟𝑛. З границі 

випливає, що завжди можна взяти 𝑛 настільки великим, щоб похибка 𝑟𝑛 була 

як завгодно малою.  

 Таким чином, суму ряду S, що збігається, завжди можна обчислити з будь-

якою точністю. Величина 𝑟𝑛 указує похибку, яку ми допускаємо, замінюючи 

суму ряду сумою його перших 𝑛 членів. 

 У практичних обчисленнях за допомогою рядів є істотною оцінка похибки 

𝑟𝑛. Важливо знати, скільки необхідно взяти членів ряду, щоб обчислити суму 

ряду з потрібною точністю. 

 Для суми знакопереміжного ряду, що задовольняє умови ознаки Лейбніца, 

відома оцінка похибки 𝑟𝑛. На основі наслідку теореми 

|𝑟𝑛| ≤  𝑎𝑛+1 

де 𝑎𝑛+1 – модуль першого відкинутого члену. 

 Приклад 4. Оцінити похибку, що виникає від заміни суми ряду 

 



 

 Підсумовиючи все вище сформулюване зауважемо що усі знакозмінні 

числові ряди, що збігаються, можна розділити на абсолютно й умовно збіжні. 

Такий розподіл рядів є істотним, оскільки умовно збіжні ряди не мають 

деяких важливих властивостей, які мають абсолютно збіжні ряди. Наприклад, 

умовно збіжні ряди не мають переставної властивості. Суму будь-якого ряду, 

що збігається умовно, можна змінити належною перестановкою членів ряду 

(або навіть зовсім порушити збіжність ряду). Справедлива наступна теорема. 

 

Теорема (Римана). Нехай ряд 𝑎1 +  𝑎2 +  … +  𝑎𝑛 + ⋯  збігається умовно. 

Тоді, яке б не було число S, можна належною перестановкою членів даного 

ряду одержати ряд, що збігається: 

𝑏1 +  𝑏2 +  … +  𝑏𝑛 + … , 

сума якого буде дорівнювати S. 

 Зауваження. У випадку 𝑆 =  +∞ або 𝑆 =  −∞ відповідною 

перестановкою членів даного умовно збіжного ряду можна скласти ряд, що 

має суму, відповідно, +∞ або −∞. 

 



Загальна схема дослідження збіжності знакопереміжного числового ряду: 

 

  



 Контрольні питання до теми 3 

Який ряд називається знакозмінним, знакопереміжним?  

Який ряд називається абсолютно збіжним?  

Сформулюйте і доведіть достатню ознаку збіжності знакозмінного ряду. 

Наведіть еквівалентне формулювання відповідної теореми. 

Перелічіть відомі вам властивості абсолютно збіжних рядів;  

Сформулюйте і доведіть достатню ознаку збіжності Лейбніца. Для якого ряду 

вона застосовна? 

У чому полягає наслідок з теореми Лейбніца? Поясніть, як, користаючись цим 

наслідком, оцінити похибку, що допускається при наближеному обчисленні 

суми ряду. 

Який ряд називається умовно збіжним? Наведіть приклади. 

Чому розподіл рядів на абсолютно й умовно збіжні ряди є істотним? 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=shODIfPYOJY 

https://www.youtube.com/watch?v=yNVc2IwdbDI 

https://www.youtube.com/watch?v=LnfXiYXwzCY 

https://www.youtube.com/watch?v=shODIfPYOJY
https://www.youtube.com/watch?v=yNVc2IwdbDI
https://www.youtube.com/watch?v=LnfXiYXwzCY

