
Модуль 2: ЧИСЛОВІ ТА ФУНКЦІОНАЛЬНІ РЯДИ 

Лекція 47: Степеневі ряди 

З усіх функціональних рядів найпростішим і найпоширенішим є степеневі 

ряди.  

 47.1 Означення. Радіус збіжності 

Означення. Степеневим рядом називається функціональний ряд, який має 

наступний вигляд 

𝑎0 + 𝑎1(𝑥 − 𝑥0) + 𝑎2(𝑥 – 𝑥0)
2 + … + 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)

𝑛 + … = ∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛∞

𝑛=0  (1) 

де х0 – фіксована точка числової осі, а сталі числа а𝑛 (𝑛 = 0,1,2, … ) 

називаються коефіцієнтами степеневого ряду. При х0 = 0 ряд (1) набуває 

вигляду 

  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + … + 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + … = ∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=0   (2) 

Зауважемо, що ряд (2) може бути представленим у вигляді ряду (1) заміною: 

𝑥 – 𝑥0 =  𝑋 . 

𝑎0 + 𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋
2 + … + 𝑎𝑛𝑋

𝑛 + … = ∑ 𝑎𝑛𝑋
𝑛∞

𝑛=1   

Для степеневого ряду область його збіжності набуває спеціфічного вигляду. 

Для його з’ясування доведемо наступну теорему. 

Теорема Абеля. Якщо степеневий ряд (2) збіжний при 𝑥 = 𝑥0 ≠ 0, то він є 

абсолютно збіжним ∀𝑥: |𝑥| < |𝑥0| 

 Доведення. Зауважимо одразу, що ряд (1) збіжний при 𝑥 = 0. Нехай він 

збіжний при 𝑥 = 𝑥0 ≠ 0, тобто збіжний числовий ряд ∑ 𝑎𝑛𝑥0
𝑛∞

𝑛=1 . На підставі 

необхідної умови збіжності числового ряду звідси випливає, що lim
𝑛→∞

𝑎𝑛𝑥0
𝑛 = 0 

Тоді послідовність {𝑎𝑛𝑥0
𝑛} обмежена, тобто існує такий номер ∃𝑀: ∀𝑛 має 

місце 

|𝑎𝑛𝑥0
𝑛| ≤ 𝑀 

Оскільки за умовою |𝑥| < |𝑥0|  
|𝑥|

|𝑥0|
< 1 то 

|𝑎𝑛𝑥
𝑛| = |

𝑎𝑛𝑥0
𝑛𝑥𝑛

𝑥0
𝑛 | = |𝑎𝑛𝑥0

𝑛| ∙
|𝑥𝑛|

|𝑥0
𝑛|
≤ 𝑀𝑞𝑛, де 𝑞 = |

𝑥

𝑥0
| < 1 



Таким чином, модуль кожного члена ряду (2) не перевищує відповідного 

члена збіжної геометричної прогресії. Тоді за ознакою порівняння ряд (2) при 

|𝑥| < |𝑥0| абсолютно збіжний. Теорему доведено.  

Наслідок. Якщо ряд (2) розбігається при 𝑥 = 𝑥1, то він розбіжний ∀𝑥: |𝑥| >

|𝑥1|.  

 Дійсно, припустимо, що ряд (2) збігається для деякого 𝑥 = 𝑥2: |𝑥2| >

|𝑥1|. Тоді за теоремою Абеля він збігається для 𝑥 = 𝑥1, що суперечить умові. 

Теорема Абеля визначає характер області збіжності степеневого ряду. Якщо 

при 𝑥 = 𝑥0 ≠ 0 ряд збігається, то він абсолютно збігається ∀𝑥 ∈ (−|𝑥0|, |𝑥0|) 

 
Якщо при 𝑥 = 𝑥1 ряд розбігається, то він розбігається і на інтервалах ∀𝑥 ∈ 

(−∞,−|𝑥1|) ∪ (|𝑥1|, +∞) 

 
Отже для області збіжності степеневого ряду можливі три випадки: 

1) ряд (1) збіжний лише в точці 𝑥 = 0; 

2) ряд (1) збіжний при 𝑥 ∈  (−∞,+∞) ; 

3) існує таке скінченне число 𝑅 ∈  (0, +∞), що при 𝑥 <  𝑅 ряд (2) абсолютно 

збіжний, а при 𝑥 > 𝑅 – розбіжний: 

 
У точках 𝑥 = ±𝑅 ряд може бути як збіжним, так і розбіжним, і питання про 

збіжність ряду у цих точках вирішується окремо. 



Означення. Число 𝑅 називається радіусом збіжності степеневого ряду, а 

інтервал (−𝑅, 𝑅) – інтервалом збіжності, що для кожної точки х, яка лежить 

всередині цього інтервалу, ряд збіжний і причому абсолютно, а для точок х, 

які знаходяться поза цим інтервалом, ряд розбіжний. 

Виведемо формули для знаходження радіусу збіжності 𝑅. Складемо ряд із 

модулів членів ряда (2): 

∑ |𝑎𝑛𝑥
𝑛|∞

𝑛=0   

Тепер це знакододатний ряд, до дослідження збіжності якого можна 

застосува-ти, наприклад, ознаку Даламбера. Припустимо, що існує границя 

lim
𝑛→∞

|𝑎𝑛+1𝑥
𝑛+1|

|𝑎𝑛𝑥
𝑛|

= lim
𝑛→∞

(|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| ∙ |𝑥|) = 𝑙|𝑥| ≠ 0, 𝑥 ≠ 0 

Тут lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = 𝑙 

Тоді ряд (2) є абсолютно збіжним при 𝑙|𝑥| < 1, або |𝑥| <
1

𝑙
 і розбіжним при 

𝑙|𝑥| > 1, тому що у цьому випадку загальний член ряду не прямує до нуля. 

От-же, інтервал (−
1

𝑙
,
1

𝑙
) є інтервалом збіжності ряду (2), а число 

  𝑅 =
1

𝑙
=

1

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

|
= lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| (3) 

його радіусом збіжності. 

Аналогічно, використовуючи радикальну ознаку Коші, матимемо: 

  𝑅 =
1

𝑙
=

1

lim
𝑛→∞

√|𝑎𝑛|
𝑛  (4) 

Зауваження. У випадку степеневого ряду узагальненого вигляду (1) радіус 

збіжності визначається також за формулами (3), (4), а інтервал збіжності має 

вигляд (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 + 𝑅) 

 



 Приклад 1. Знайти область збіжності ряду ∑
𝑥𝑛+1

𝑛+1
∞
𝑛=0  

Застосуємо для знаходження радіусу збіжності формулу (3). Матимемо: 

 
ніца 

 

Отже, область збіжності нашого ряду є півінтервал [−1,1). 

 Приклад 2. Знайти область збіжності ряду ∑ (1 +
1

𝑛
)
𝑛2

(𝑥 + 1)𝑛∞
𝑛=1  

Зробимо заміну змінної 1 + 𝑥 = 𝑧. Тоді отримаємо ряд: ∑ (1 +
1

𝑛
)
𝑛2

𝑧𝑛∞
𝑛=1  

Для знаходження радіусу збіжності цього ряду використаємо формулу (4). 

Маємо: 

 

тобто ряд збігається при 𝑧 ∈  (−
1

𝑒
,
1

𝑒
). 

 



 

 

Таким чином, у точці 𝑧 =  −
1

𝑒
 ряд розбіжний. За тою ж самою причиною він 

розбіжний і при 𝑧 =
1

𝑒
. Отже, область збіжності ряду є інтервал 𝑧 ∈  (−

1

𝑒
,
1

𝑒
), а 

тоді область збіжності вхідного ряду є інтервал 𝑥 ∈  (−1 −
1

𝑒
, −1 +

1

𝑒
) 

 

 47.2 Властивості степеневих рядів 

Теорема 1. Якщо число 𝑅 > 0 є радіусом збіжності степеневого ряду (2), то 

цей ряд збігається абсолютно і рівномірно на будь-якому відрізку [−𝑞, 𝑞], де 

0 < 𝑞 <  𝑅. 

 Доведення. Оскільки 0 < 𝑞 <  𝑅, то при 𝑥 = 𝑞 ряд (2) збігається 

абсолютно, тобто збігається знакододатний ряд ∑ |𝑎𝑛|𝑞
𝑛∞

𝑛=1 . Якщо |𝑥|  ≤  𝑞, 

то члени ряду (2) за абсолютною величиною не перевищують відповідних 

членів цього ряду, отже, за ознакою Вейєрштрасса для цих значень 𝑥 ряд (2) 

збігається абсолютно та рівномірно. Теорему доведено.  

Зауваження. Хоча число q може бути як завгодно близьким до числа R, але з 

цієї теореми не випливає рівномірна збіжність ряду (2) на всьому інте-рвалі 

(−𝑅, 𝑅). 

Теорема 2. Сума степеневого ряду (2) є неперервною функцією на будь якому 

відрізку [−𝑞, 𝑞], де 0 < 𝑞 <  𝑅. 

 Це твердження безпосередньо випливає з попередньої теореми. 

Теорема 3. Степеневий ряд (2) можна почленно інтегрувати на будь якому 



відрізку [𝛼, 𝛽], такому, що − 𝑅 <  𝛼 < 𝛽 < 𝑅, де R – радіус збіжності ряду (2). 

При цьому, якщо 𝑆(𝑥) – сума ряду (2), то 

∫ 𝑆(𝑥)
𝛽

𝛼

𝑑𝑥 = ∑𝑎𝑛∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥
𝛽

𝛼

∞

𝑛=1

=∑
𝑎𝑛
𝑛 + 1

(𝛽𝑛+1 − 𝛼𝑛+1)
∞

𝑛=1
 

 Доведення безпосередньо випливає з теореми про почленне інтегрування 

функціонального ряду та теореми 1 цього пункту. 

Теорема 4. Якщо число 𝑅 > 0 є радіусом збіжності степеневого ряду (2), то це 

число є також радіусом збіжності ряду, утвореного почленним 

диференціюванням ряду (2), при цьому, якщо 𝑆(𝑥) – сума ряду (2), то 

𝑆′(𝑥) = ∑𝑎𝑛𝑛𝑥
𝑛−1

∞

𝑛=1

 

 Доведення безпосередньо випливає з теореми про почленне диферен-

ціювання функціонального ряду та теореми 1 цього пункту. 

 Таким чином, ряд (2) на будь-якому відрізку [𝛼, 𝛽] ⊂  (−𝑅, 𝑅) можна ін-

тегрувати та диференціювати будь-яке число разів. При цьому радіусом збіж-

ності отриманих рядів кожного разу буде залишатися число 𝑅. 

Зауваження. Хоча радіус збіжності рядів, утворених почленним інтегру-

ванням або диференціюванням ряду (2), залишається тим самим, що й раді-ус 

збіжності самого ряду (2), ситуація зі збіжністю цих рядів у точках ±𝑅 може 

не співпадати з ситуацією зі збіжністю в цих точках ряду (2). Тому 

дослідження цих ситуацій є окремим питанням. 

 47.3 Ряди Тейлора і Маклорена 

Досі ми розглядали властивості суми заданого степеневого ряду. Поставимо 

тепер інше питання: за даною сумою побудувати відповідній їй степеневий 

ряд. 

 Отже, нехай 𝑓(𝑥) – сума степеневого ряду 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1(𝑥 − 𝑥0) + 𝑎2(𝑥 – 𝑥0)
2 + … + 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)

𝑛 +  



… = ∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛∞

𝑛=0   

в інтервалі (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 +  𝑅). Знайдемо коефіцієнти цього ряду. З цією метою 

будемо послідовно диференціювати цей ряд 

𝑓′(𝑥) = 𝑎1 + 2𝑎2(𝑥 − 𝑥0) + 3𝑎3(𝑥 – 𝑥0)
2 + … + 𝑛𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)

𝑛−1 + 

𝑓′′(𝑥) = 2𝑎2 + 3 ∙ 2𝑎3(𝑥 − 𝑥0) + … + 𝑛(𝑛 − 1)𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛−2 + 

𝑓′′′(𝑥) = 3 ∙ 2𝑎3 + … + 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛−3 + 

………. 

𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ∙ … ∙ 3 ∙ 2𝑎𝑛 + 

Покладемо в цих всіх рівностях 𝑥 = 𝑥0. Дістанемо 

𝑓(𝑥0) = 𝑎0  𝑎0 = 𝑓(𝑥0) 

𝑓′(𝑥0) = 𝑎1  𝑎1 =
𝑓′(𝑥0)

1!
 

𝑓′′(𝑥0) = 2𝑎2  𝑎2 =
𝑓′′(𝑥0)

2!
 

𝑓′′′(𝑥0) = 3 ∙ 2𝑎3  𝑎3 =
𝑓′′′(𝑥0)

3!
 

………. 

𝑓(𝑛)(𝑥0) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ∙ … ∙ 3 ∙ 2𝑎𝑛  𝑎𝑛 =
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
 

Підставляючи ці співвідношення у вхідну рівність, дістанемо: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑓′(𝑥0)

1!
(𝑥 − 𝑥0) +

𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 – 𝑥0)

2 + … + 
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛 +

 … = ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛∞
𝑛=0   

Означення 1. Ряд  

  ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛∞
𝑛=0   (5) 

називається рядом Тейлора функції 𝑓(𝑥). 

Попереднім, ми довели наступну теорему 

Теорема. Якщо функція в інтервалі (𝑥0 − 𝑅, 𝑥0 +  𝑅) розкладається у 



степеневий ряд, то цей ряд єдиний і є рядом Тейлора для даної функції.  

Означення 2. Якщо у ряді (5), зокрема, 𝑥0 = 0, то відповідний ряд 

називається рядом Маклорена для функці 

  ∑
𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛∞

𝑛=0   (6) 

 Таким чином, складається враження, що щоб написати ряд Тейлора для 

функції 𝑓 (𝑥) , треба, щоб ця функція була визначена в околі точки 𝑥0 і в точці 

𝑥0 мала похідні всіх порядків. Проте може трапитися так, що складений ряд 

Тейлора буде збігатися до іншої функції, а не до функції 𝑓(𝑥) , для якої його 

формально побудовано. 

 З’ясуємо питання, які умови треба ввести, щоб степеневий ряд для 

функції 𝑓(𝑥) на інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) збігався саме до цієї функції? Для 

розв’язання цієї задачі введемо залишок ряда Тейлора після n-го члена: 

𝑟𝑛(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!

∞

𝑘=𝑛+1

(𝑥 − 𝑥0)
𝑘 

Запишемо також формулу Тейлора для функції 𝑓(𝑥): 

  𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
𝑛
𝑘=1 (𝑥 − 𝑥0)

𝑘 + 𝑅𝑛(𝑥) (7) 

Зауважимо, що тут 𝑅𝑛(𝑥) – залишковий член формули Тейлора, а не залишко-

вий член ряду Тейлора 𝑟𝑛(𝑥). Стверджувати, що ці величини співпадають, мо-

жна лише тоді, коли встановлено, що ряд Тейлора збігається саме до функції 

𝑓(𝑥). 

Позначимо у формулі Тейлора: 

𝑆𝑛(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!

𝑛
𝑘=1 (𝑥 − 𝑥0)

𝑘  

Отже 

𝑓(𝑥) = 𝑆𝑛(𝑥) + 𝑅𝑛(𝑥) 

Очевидно, що 𝑆𝑛(𝑥) співпадає з n-ю частинною сумою ряду Тейлора (5).  

Звідси випливає, що для того, щоб функція 𝑓(𝑥) співпадала на інтервалі 

(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) з сумою свого ряду Тейлора, тобто для того, щоб  



lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) 

необхідно і достатньо, щоб 

lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) 

Якщо це має місце, то 𝑅𝑛(𝑥) = 𝑟𝑛(𝑥), тобто залишковий член формули 

Тейлора є також сумою залишку ряду Тейлора після n-го члена.  

 Таким чином, має місце теорема: 

Теорема. Для того щоб ряд Тейлора (5) збігався до функції 𝑓(𝑥) в інтервалі 

(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿), тобто для того щоб справджувалася рівність 

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
∞
𝑛=1 (𝑥 − 𝑥0)

𝑛, 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) 

необхідно і достатньо, щоб в цьому інтервалі: 1) функція 𝑓(𝑥) мала похідні 

всіх порядків і 2) щоб залишковий член формули Тейлора цієї функції 𝑅𝑛(𝑥) 

прямував до нуля при 𝑛 → ∞ для всіх 𝑥 з цього інтервалу. 

 Перевірка виконання умови 2, взагалі кажучи, є непростою задачею. 

Існуює більш проста достатня умова щодо розкладання функції в степеневий 

ряд - ряд Тейлора або Маклорена. Ця умова надається у вигляді наступної 

теореми: 

Теорема. Нехай функція 𝑓(𝑥) в інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) має похідні будь- 

якого порядку, та існує таке число 𝑀 > 0, що ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) і для всіх 

𝑛 =  0,1,2, … виконано: 

  |𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ 𝑀 (*) 

Тоді на інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ряд Тейлора для функції 𝑓(𝑥) збігається 

саме до функції 𝑓(𝑥). 

 Доведення. Покажемо, що в умовах теореми виконано: 

lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) 

Запишемо залишковий член формули Тейлора в формі Лагранжа: 

𝑅𝑛(𝑥) =
𝑓(𝑛+1)(𝜉)

(𝑛 + 1)!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛+1 



де ξ міститься між точками 𝑥0 та x. З нерівності (*) теореми випливає: 

|𝑅𝑛(𝑥)| = |𝑓
(𝑛+1)(𝜉)| ∙ |

(𝑥 − 𝑥0)
𝑛+1

(𝑛 + 1)!
| ≤ 𝑀 |

(𝑥 − 𝑥0)
𝑛+1

(𝑛 + 1)!
| 

Оскільки |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, то 

|𝑅𝑛(𝑥)| ≤ 𝑀
𝛿𝑛+1

(𝑛 + 1)!
 

Звідси  

lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) ≤ 𝑀 lim
𝑛→∞

𝛿𝑛+1

(𝑛 + 1)!
 

На підставі формули lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

(𝑛)!
= 0 отримуємо справедливість умови теореми: 

lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0. А це означає, що ряд Тейлора для функції 𝑓(𝑥) збігається на 

інтервалі (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) саме до цієї функції. Теорему доведено. 

 47.3.1 Розкладання елементарних функцій в степеневі ряди.  

Перейдемо тепер до питань практичного розкладання функцій в степеневі 

ряди. Як ми встановили, такі степеневі ряди обов’язково є рядами Тейлора 

для відповідних функцій.  

 На практиці частіше всього користуються рядами Маклорена. З 

викладеного у попередньому пункті випливає, що для розкладання функції в 

ряд Маклорена потрібно: 

а) знайти 𝑓′(𝑥), 𝑓′′(𝑥), 𝑓′′′(𝑥), … , 𝑓(𝑛)(𝑥), … ; 

б) обчислити значення функцію 𝑓(𝑥) та всіх її похідних у точці 𝑥0 = 0, тобто 

знайти 𝑓(𝑛)(0), 𝑛 =  0,1,2, . .. ; 

в) записати ряд Маклорена для даної функції і знайти область його збіжності; 

г) визначити інтервал (−𝛿, 𝛿) у якому залишковий член формули Маклорена 

𝑅𝑛(𝑥) прямує до нуля при 𝑛 → ∞; 

Якщо такий інтервал існує (він може відрізнятися від інтервалу збіжності 

ряду, то в цьому інтервалі функція 𝑓(𝑥) і сума ряду Маклорена співпадають. 

 Розглянемо тепер розкладання в ряд Маклорена деяких конкретних 



функцій. 

 

і згідно з рядом Маклорена: 

  𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0 = 1 + 𝑥 +

𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+⋯  (8) 

Знайдемо область збіжності цього ряду. За формулою радіус збіжності: 

𝑅 = lim
𝑛→∞

|
1
𝑛!⁄

1
(𝑛+1)!⁄

| = lim
𝑛→∞

(𝑛+1)!

𝑛!
= ∞  

Отже, ряд збігається ∀𝑥 ∈ (−∞,+∞). Нехай тепер |𝑥| < 𝛿 < +∞. Тоді: 

|𝑓(𝑛)(𝑥)| < 𝑒𝛿 ∀𝑛 = 0,1,2, … , тобто умову теореми виконано з константою 

𝑀 = 𝑒𝛿. Таким чином функцію можна розкласти в степеневий ряд на будь-

якому інтервалі (−𝛿,+𝛿)  ⊂  (−∞,+∞), а отже, і на всьому інтервалі 

(−∞,+∞). 

 

 

  sin 𝑥 = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
∞
𝑛=0 = 𝑥 −

𝑥3

3!
+
𝑥3

5!
−
𝑥7

7!
+⋯(−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
+⋯ (9) 

Аналогічно попередньому легко довести, що ряд збігається ∀𝑥 ∈ (−∞,+∞) 

Крім того, 

 

Тобто умову теореми виконано з константою 𝑀 = 2. Таким чином функцію 



𝑦 = sin 𝑥 можна розкласти в степеневий ряд на всьому інтервалі (−∞,+∞). 

 3. 𝑦 = cos 𝑥 

Диференцюючи почленно ряд (9), отримаємо: 

  cos 𝑥 = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!
∞
𝑛=0 = 𝑥 −

𝑥2

4!
+
𝑥6

6!
−
𝑥8

8!
+⋯(−1)𝑛

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+⋯ (10) 

Цей ряд збігається до функції 𝑦 = cos 𝑥 на всьому інтервалі (−∞,+∞). 

 

 

  

  (1 + 𝑥)𝛼 = ∑
𝛼(𝛼−1)…(𝛼−𝑛+1)

(𝑛)!
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 (11) 

Ряд (11) називають біноміальним (за аналогією з формулою бінома Ньютона). 

Знайдемо його радіус збіжності: 

𝑅 = lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

| = lim
𝑛→∞

|
𝛼(𝛼 − 1)… (𝛼 − 𝑛 + 1)(𝑛 + 1)!

(𝛼 − 1)… (𝛼 − 𝑛 + 1)(𝛼 − 𝑛)(𝑛)!
| = lim

𝑛→∞
|
𝑛 + 1

𝛼 − 𝑛
| = 1 

тобто ряд збіжний в інтервалі (-1;1). Можна довести що у цьому інтервалі 



lim
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0. 

 Зокрема, при 𝛼 = −1 з формули (11) маємо: 

  
1

1+𝑥
= ∑ (−1)𝑛∞

𝑛=0 𝑥𝑛 = 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 +⋯ (12) 

 5. Проінтегруємо ряд (12) у межах від 0 до x, де |𝑥| < 1: 

 

  ln(1 + 𝑥) = ∑ (−1)𝑛
𝑥𝑛+1

𝑛+1
∞
𝑛=0 = 𝑥 −

𝑥2

2
+
𝑥3

3
−
𝑥4

4
+⋯ (13) 

Нескладно перевірити, що цей ряд збігається до функції 𝑦 =  ln(1 + 𝑥) на 

півінтервалі (−1; 1]. 

 6. Покладемо у формулі (12) 𝑥 = 𝑧2. Отримаємо: 

 

  arctan 𝑥 = ∑ (−1)𝑛
𝑥2𝑛+1

2𝑛+1
∞
𝑛=0 = 𝑥 −

𝑥3

3
+
𝑥5

5
−
𝑥7

7
+⋯ (14) 

Легко перевірити, що цей ряд збігається до функції 𝑦 = arctan 𝑥 при всіх 𝑥 ∈

[–  1;  1]. 

 7. Покладемо у біноміальному ряді (11): 𝑥 =  𝑡2 , 𝑚 =  −
1

2
  

1

√1 − 𝑡2
= 1 + (−

1

2
) (−𝑡2) + (−

1

2
) (−

1

2
− 1)

(−𝑡2)

1 ∙ 2

+ (−
1

2
) (−

1

2
− 1) (−

1

2
− 2) (−𝑡2) + ⋯ = 



1 +
1

2
𝑡2 +

1 ∙ 3

22
(𝑡2)2

2!
+
1 ∙ 3 ∙ 5

23
(𝑡2)3

3!
+ ⋯+

1 ∙ 3 ∙ 5 ∙ ⋯ ∙ (2𝑛 − 1)

2𝑛
(𝑡2)𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

 

Рівність справедлива при – 1 <  𝑡2 <  1, тобто при 𝑡 ∈  (–  1;  1). Інтегруючи 

одержаний ряд по проміжку [0;  𝑥] (0 <  𝑥 <  1), одержуємо 

 

 arcsin 𝑥 = 𝑥 +
𝑥3

2∙3
+

1∙3

22∙2!
∙
𝑥5

5
+
1∙3∙5

23∙3!
∙
𝑥7

7
+⋯+

1∙3∙5∙…∙(2𝑛−1)

2𝑛∙𝑛!
∙
𝑥2𝑛+1

2𝑛+1
+⋯ (15) 

Можна довести що ця рівність має місце при всіх 𝑥 ∈ (–  1;  1). 

 Таким чином, Таблиця розкладання в ряд Маклорена деяких конкретних 

функцій має вигляд: 

 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+
𝑥3

3!
+⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+⋯ = ∑

𝑥𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0  , 𝑥 ∈ (−∞,+∞) ≡ ℝ (I) 

 

(II) 

(III) 

 sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥3

5!
−
𝑥7

7!
+⋯(−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
+⋯ = ∑

(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ ℝ (IV) 

 cos 𝑥 = 𝑥 −
𝑥2

4!
+
𝑥6

6!
−
𝑥8

8!
+⋯(−1)𝑛

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+⋯ = ∑

(−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ ℝ (V) 

 (1 + 𝑥)𝛼 = 1 + 𝛼𝑥 +
𝛼(𝛼−1)

2!
𝑥2 +⋯+

𝛼(𝛼−1)…(𝛼−𝑛+1)

(𝑛)!
𝑥𝑛 +⋯ = 

 ∑
𝛼(𝛼−1)…(𝛼−𝑛+1)

(𝑛)!
∞
𝑛=0 𝑥𝑛, 𝛼 ∈ ℝ, 𝑥 ∈ (−1; 1)  (VI) 



 

(VIIа) 

(VIIб) 

(VIIв) 

 ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+
𝑥3

3
−
𝑥4

4
+⋯ = ∑ (−1)𝑛

𝑥𝑛+1

𝑛+1
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ (−1; 1] (VIII) 

 arctan 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3
+
𝑥5

5
−
𝑥7

7
+⋯ = ∑ (−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

2𝑛+1
∞
𝑛=0 , 𝑥 ∈ [−1; 1] (IX) 

 arcsin 𝑥 = 𝑥 +
𝑥3

2∙3
+

1∙3

22∙2!
∙
𝑥5

5
+
1∙3∙5

23∙3!
∙
𝑥7

7
+⋯+

1∙3∙5∙…∙(2𝑛−1)

2𝑛∙𝑛!
∙
𝑥2𝑛+1

2𝑛+1
+⋯, 

 𝑥 ∈ (−1; 1)  (X) 

 47.3.2 Приклади на розкладання функцій в степеневі ряди 

Як відмічалося у попередньому пункті, для розвинення функції в ряд Ма-

клорена треба послідовно знайти похідні цієї функції та обчислити їх 

значення у точці 𝑥 = 0. Але у багатьох випадках цей метод пов’язано зі 

значними незру-чностями, оскільки вирази для похідних, особливо вищих 

порядків, часто бу-вають досить громіздкі. І загальний член ряду знайти 

складно, а отже, й знайти область збіжності ряду. Разом з цим використання 

розвинень (I) – (X) в низці випадків дозволяє уникнути цієї процедури 

диференціювання. Розглянемо наступні приклади. Нехай треба задану 

функцію розкласти в ряд Маклорена і знайти область збіжності цього ряду. 

 Приклад 1. 𝑦 =  3𝑥
2
 



 
Запишемо розвинення (I) для функції 𝑒𝑧: 

 

 Приклад 2. 𝑦 =  cos2 𝑥 

  

Скористаємось розвиненням (V): 

 

 Приклад 3. 𝑦 =
𝑥

√1−2𝑥
 

Скористаємось розвиненням (VI) при 𝛼 =  −
1

2
 



 

 Приклад 4. 𝑦 =
𝑥

1+𝑥−2𝑥2
 

 

Згідно з розвиненням (VII) маємо: 

 

 Приклад 5. 𝑦 = ln(1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3) 

Перетворимо дану функцію наступним чином: 

 

Скористаємось розвиненням (VIII): 



 

 

 47.4. Застосування степеневих рядів 

Викладений вище матеріал може створити враження, що теорія рядів ду-же 

абстрактна, та її не може бути використано для розв’язання практичних за-

дач. Але це цілком не так. Історично ряди виникли як засіб розв’язання саме 

за-дач практики. Нема сумніву, що відкриття нескінченних рядів належить до 

най-значніших досягнень математичного аналізу і всіх його застосувань, без 

якого неможливий був би подальший розвиток математики. Тут ми 

розглянемо лише деякі застосування степеневих рядів 

 46.4.1 Наближене обчислення значень функції 

 Нехай треба обчислити значення функції 𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥 = 𝑥0. 

Припусти-мо, що функцію можна розкласти в степеневий ряд в інтервалі 

(−𝑅, 𝑅), та 𝑥0 ∈ (−𝑅, 𝑅). Тоді точне значення 𝑓(𝑥0) дорівнює сумі цього ряду 

𝑆(𝑥0). Але, як правило, знайти точну суму ряду досить складна задача, і тому 

замість цього знаходять частинну суму цього ряду і користуються 

наближеною рівністю: 

𝑓(𝑥0) = 𝑆(𝑥0) ≈ 𝑆𝑛(𝑥0) 

Похибка цієї рівності оцінюється величиною залишкового члена 𝑅𝑛(𝑥0) 

степеневого ряда. Якщо, зокрема, ряд для 𝑓(𝑥0) знакозмінний, то на підставі 

наслідку з теореми величина не перевищує модуля першого відкинутого 

члена 𝑅𝑛(𝑥0) < |𝑎𝑛+1| 

 Приклад 1. Обчислити число 𝜋 з точністю 0,01. 



Скористаємося розвиненням (IX) при 𝑥 = 1: 

 

 

 Приклад 2. Обчислити число e з точністю 0,001. 

Скористаємось розвиненням (I), у якому покладемо 𝑥 = 1: 

 
З оцінки (*) легко встановити оцінку для залишкового члену ряду: 

|𝑅𝑛(𝑥)| = |𝑒
(𝑛+1)(0)|⏟      
=1

∙ |
(1−0)𝑛+1

(𝑛+1)!
| ≤ 𝑀 |

(1−0)𝑛+1

(𝑛+1)!
|  

Вибираючи 𝑀 = 𝑒 отримаємо наступну оцінку: 

 

 

 47.4.2 Наближене обчислення інтегралів. 

Нехай треба обчислити інтеграл: ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 



 

 

 Приклад 3. З точністю 𝜀 = 0.001 обчислити інтеграл 

 
Скориставшись розвиненням у ряд (I), маємо: 

 

 

 



 47.4.3 Наближене інтегрування диференціальних рівнянь 

  

 

 

 

 

підставляють його у диференціальне рівняння, а потім у лівій і правій 

частинах зрівнюють коефіцієнти при однакових степенях , внаслідок чого 

знаходяться: 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, …  

 Приклад 4. Знайти три перших, відмінних від нуля, члени розкладу в ряд 

розв'язку задачі Коші 

𝑦′ = 𝑥2 + 𝑦3, 𝑦(1) = −1 

Шукаємо розв'язок у вигляді:  



𝑦(𝑥) = 𝑦(1) + 𝑦′(1)(𝑥−1) +
𝑦′′(1)

2
(𝑥 − 1)2 ++

𝑦′′′(1)

2
(𝑥 − 1)3 +⋯ 

  

  

 Приклад 5. Знайти три перших, відмінних від нуля, члени розкладу в ряд 

розв'язку задачі Коші Використати метод невизначених коефіцієнтів. 

𝑦′′ = 𝑥𝑦′ + 𝑦, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1 

Шукаємо розв'язок у вигляді:  

 

  



 

 Приклад 6. Знайти три перших члена ряду за малим параметром 𝜇 2𝜋-

періодичного розв’язку диференціального рівняння 

  

де – 𝑥0(𝑡), 𝑥1(𝑡), …  поки що невідомі -періодичні функції змінної t. 

 Підставляючи рядрозв’язок до диференціального рівняння, і, зрівнюючи 

коефіцієнти при однакових степенях 𝜇, послідовно дістанемо низку 

диференціальних рівнянь відносно 𝑥0(𝑡), 𝑥1(𝑡), …   

 



 

Таким чином, шуканий наближений розв’язок диференціального рівняння має 

вигляд: 

  



 Контрольні питання до теми 

Дайте означення степеневого функціонального ряду?  

Сформулюйте теорему Абеля про збіжність та розбіжність степеневого ряду 

Що називається інтервалом збіжності степеневого ряду?  

Наведіть формули знаходження радіусу збіжності степеневого ряду 

Сформулюйте основні властивості степеневих рядів 

Дайте означення рядів Тейлора і Маклорена 

Необхідна та достатня умови розкладу функції в ряд Тейлора. 

Сформулюйте необхідну і достатню умову збіжності рядів Тейлора і 

Маклорена до функції розкладання 

Наведіть приклади розкладання елементарних функцій в ряд Маклорена. 

Наведіть приклади застосування степеневих рядів до розв’язання задач 

обчислення значень функції, інтегралів, диференціальних рівнянь 

 

ПОСИЛАННЯ ДО ЛЕКЦІЇ: 

https://www.youtube.com/watch?v=U3ohHoG2yaY 

https://www.youtube.com/watch?v=lh8PrhzS03k 

https://www.youtube.com/watch?v=BcuvNFPmc_Q 

https://www.youtube.com/watch?v=AX4sg89RVGY 

https://www.youtube.com/watch?v=gHpEv6nxqU4 

https://www.youtube.com/watch?v=x0_aUXsdMes 

https://www.youtube.com/watch?v=U3ohHoG2yaY
https://www.youtube.com/watch?v=lh8PrhzS03k
https://www.youtube.com/watch?v=BcuvNFPmc_Q
https://www.youtube.com/watch?v=AX4sg89RVGY
https://www.youtube.com/watch?v=gHpEv6nxqU4
https://www.youtube.com/watch?v=x0_aUXsdMes

