
ТЕМА 2. ОПЕРАЦІЙНЕ ЧИСЛЕННЯ 

Лекція 49 Перетворення Лапласа.  

 49.1 Основні поняття. 

 Методи операційного числення дозволяють розв’язувати різноманітні 

математичні завдання. Найбільш широко вони використовуються для 

знаходження розв’язків звичайних диференціальних рівнянь та систем 

диференціальних рівнянь, інтегральних рівнянь, а також рівнянь з частинними 

похідними. 

 В основі операційного числення лежить ідея інтегральних 

перетворень, а саме перетворення Лапласа, яке ставить у 

вiдповiднiсть функцiї 𝑓(𝑡) змiнної дійсного аргумента 𝑡 функцiю 

𝐹(𝑝) змiнної комплексного аргумента 𝑝: 

𝑓(𝑡) → 𝐹(𝑝) 

Функцiя 𝐹(𝑝) називається образом, або зображенням функцiї 𝑓(𝑡). 

Функцiя 𝑓(𝑡) називається оригiналом, або прообразом функцiї 𝐹(𝑝). 

 

У випадку диференціальних рівнянь, звичайне диференціальне рівняння для 

функції-оригіналу перетворюється у деяке алгебраїчне рівняння відносно 

зображення цього оригіналу. Розв’язок останнього рівняння легко знаходиться 

засобами алгебри. Зробивши зворотний перехід від розв’язку-зображення до 

оригіналу, отримують розв’язок задачі Коші. 

 

Означення 1. Функцією-оригіналом називається будь-яка функція 

( )f t  дійсного аргументу t , що задовольняє наступним умовам: 

1) функція  f t  безперервна, або кусково- неперервна на інтервалі 

 0, , тобто на будь-якому кінцевому інтервалі має скінченну 

кількість точок розриву першого роду; 

2) ( ) 0f t   якщо 0t  ; 



3) існують такі дійсні числа 00, 0M s  , що 0t   виконується 

нерівність  

0( )
s t

f t M e   

Число 0s  називається показником зростання оригіналу. 

 

 Приклад 1. Показати, що функція 

𝑓(𝑡) = {𝑒2𝑡 sin 5𝑡 𝑡 ≥ 0
0 𝑡 < 0

 

є оригіналом. 

Отже, функція  f t  є неперервною. А умова 2) виконана за заданням 

заданої функції. Перевіримо умову 3). Для будь-яких дійсних t 

|𝑒2𝑡 sin 5𝑡| ≤ 𝑒2𝑡. 

Отже, значення М може бути будь-яким числом ≥ 1, а 𝑠0 = 2. 

 

Найпростішою функцією-оригіналом є так звана одинична функція 

Хевісайду  

𝜎(𝑡) = {
1 𝑡 ≥ 0
0 𝑡 < 0

 

1

0

 t

 

Нехай функція  f t  є оригіналом. Розглянемо інтеграл 

0

( ) ( ) ,ptF p e f t dt


   

де 𝑝 = 𝑠 + 𝑖𝜔, 𝑠 та 𝜔 дійсна та уявна частини комплексного числа. 



Означення 2. Функція комплексного змінного ( )F p  називається 

інтегральним перетворенням Лапласа (або перетворенням Лапласа) 

для функції-оригіналу ( )f t  та позначається { }L f . Таким чином, 

0

( ) { } ( )ptF p L f e f t dt


       (1) 

Оскільки інтеграл (1) є невласним, то необхідно розглянути питання 

про його збіжність.  

Теорема. Інтеграл Лапласа (1) збігається в області 𝑅𝑒 𝑝 >  𝑠0 , де 𝑠0 

– показник росту функції 𝑓(𝑡) . 

Означення 3. Функцію 𝐹(𝑝), яку отримано з функції 𝑓(𝑡) за 

допомогою перетворення Лапласа (1), називають зображенням 

функції 𝑓(𝑡). 

Відповідність між функцією-оригіналом ( )f t  та зображенням ( )F p  

позначається, наприклад, символами: 

( ) ( )f t F p  або 𝐹(𝑝) ⟶ 𝑓(𝑡) 

Теорема існування перетворення Лапласа. Нехай ( )f t  оригінал із 

показником зростання 0s . Тоді в напівплощині 0Re p s  існує 

зображення ( )F p , причому ( )F p  є аналітичною функцією у 

зазначеній напівплощині. 

Зауваження. Якщо Re p s  , то ( )F p 0 . 

Крім того, є справедливою теорема про єдиність зображення. 

Теорема. Будь-якому оригіналу відповідає єдине зображення. 

З цієї теореми випливає, що, знаючи зображення, можна однозначно 

відновити оригінал. 



 Приклад 2. Знайти зображення ( ).F p  функції ( ) 1f t  , якщо 0t   

Розв’язок. Очевидно, що ця одинична функція є оригіналом, 

оскільки 01, 0M s  . В результаті інтегрування за формулою (1) 

отримаємо: 

0 0

1 1 1
( ) {1} 1 lim lim

T

pt pt pT

T T
F p L e dt e e

p p p


  

 

 
        

 
 . 

Оцінимо другий доданок: 

( )

2 2 2 2

1 1
sT i T sT

pT s i T
e e e

e e
p p s s

  
  


  

 





 
. 

 Тут враховано, що 2 2(cos ) (sin ) 1j Te T T      . Таким 

чином, другий доданок прямує до нуля при , Re 0T p  . Тобто 

перетворення Лапласа для одиничної функції має вигляд: 

1
{1}L

p
 . 

Отже, 

 
1

t
p

  . 

 Приклад 3. Знайти перетворення { }L f  функції ( ) tf t e , 0,t   де 

 - константа. 

Розв’язок. Функція ( ) tf t e  є оригіналом, 01, ReM s a  . За 

означенням, 

  ( )

0 0

1t pt t p tL e e e dt e dt
p

  



 
     

  . 

Зазначений інтеграл збігається, якщо Re( ) 0p a   , 0Re Rep a s  . 

Отже, 



1te
p







. 

 Приклад 4. Знайти перетворення { }L f  функції 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑛, 𝑛 ∈ ℕ. 

Розв’язок. Функція 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑛 є оригіналом. За означенням 

𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡
+∞

0

𝑡𝑛𝑑𝑡 =
𝑛!

𝑝𝑛+1
 

Цей результат не важко отримати, інтегруючи n разів вказаний 

інтеграл частинами при Re 𝑝 >  0 . Таким чином: 

𝑡𝑛 ⟵
𝑛!

𝑝𝑛+1
 

 

 49.2 Властивості перетворення Лапласа 

1 Теорема лінійності. Для будь-яких функцій-оригіналів ( ), ( )f t g t  

і констант ,   виконується рівність: 

 ( ) ( )L f t g t  =    ( ) ( ) .L f t L g t               (2) 

або 

𝛼𝑓(𝑡) + 𝛽𝑔(𝑡) ⟵ 𝛼𝐹(𝑝) + 𝛽𝐺(𝑝) 

де 𝑓(𝑡)  ⟵ 𝐹(𝑝), 𝑔(𝑡) ⟵ 𝐺(𝑝) 

 

 Приклад 5. Знайти зображення функції  ch .L t  

 Розв’язок. Застосуємо формулу (2) та врахуємо результат 

прикладу 3. 

 
2 2

1 1 1 1 1
ch .

2 2 2

t t p
L t L e e

p p p

 
  

   
       

     
 

Таким чином, якщо Re Rep  , то   



2 2
ch

p
t

p






. 

Аналогічно отримаємо: 

2 2
sh t

p








. 

 Приклад 6. Знайти перетворення { }L f  функції 𝑓(𝑡) = sin 𝑡.  

Розв’язок. Подамо функцію у вигляді 𝑓(𝑡) = sin 𝑡 =
𝑒𝑖𝑡−𝑒−𝑖𝑡

2𝑖
. Тоді: 

𝐿{sin 𝑡} = 𝐿 {
1

2𝑖
𝑒𝑖𝑡 +

1

2𝑖
𝑒−𝑖𝑡} =

1

2𝑖
{∫ 𝑒−𝑝𝑡

+∞

0

𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 − ∫ 𝑒−𝑝𝑡
+∞

0

𝑒−𝑖𝑡𝑑𝑡} 

= −
1

2𝑖
{

1

𝑖 − 𝑝
+

1

𝑖 + 𝑝
} = (𝑅𝑒 𝑝 > 0) = −

1

2𝑖

𝑖 + 𝑝 + 𝑖 − 𝑝

(−1 − 𝑝2)
=

1

𝑝2 + 1
 

Таким чином: 

sin 𝑡 ⟵
1

𝑝2 + 1
 

Подібно знаходиться зображення функції 𝑓(𝑡) = cos 𝑡 =
𝑒𝑖𝑡+𝑒−𝑖𝑡

2
.  

𝐿{sin 𝑡} = 𝐿 {
1

2
𝑒𝑖𝑡 +

1

2
𝑒−𝑖𝑡} =

1

2
{∫ 𝑒−𝑝𝑡

+∞

0

𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 + ∫ 𝑒−𝑝𝑡
+∞

0

𝑒−𝑖𝑡𝑑𝑡} 

= −
1

2
{

1

𝑖 − 𝑝
−

1

𝑖 + 𝑝
} = (𝑅𝑒 𝑝 > 0) = −

1

2

𝑖 + 𝑝 − 𝑖 + 𝑝

(−1 − 𝑝2)
=

𝑝

𝑝2 + 1
 

Отже, 

cos 𝑡 ⟵
𝑝

𝑝2 + 1
 

2 Теорема подібності. Нехай ( ) ( )f t F p , тоді 0   справедлива 

рівність: 

1
( )

p
f t F

 

 
  

 
.     (3) 

З даної теореми випливає, що множення оригінала на додатне число 



призводить до ділення на це число зображення і його аргумента. 

Використовуючи дану теорему, легко отримати такі зображення, як: 

𝑒𝛼𝑡  ⟵
1

𝛼

1
𝑝
𝛼

− 1
=

1

𝑝 − 𝛼
 

sin 𝛼𝑡  ⟵
1

𝛼

1

1 + (
𝑝
𝛼)

2 =
1

𝛼2 + 𝑝2
 

cos 𝛼𝑡  ⟵
1

𝛼

𝑝
𝛼

1 + (
𝑝
𝛼)

2 =
𝑝

𝛼2 + 𝑝2
 

sh 𝛼𝑡 ⟵
1

𝛼

1

(
𝑝
𝛼)

2
− 1

=
𝛼

𝑝2 − 𝛼2
 

ch 𝛼𝑡 ⟵
1

𝛼

𝑝
𝛼

(
𝑝
𝛼)

2
− 1

=
𝑝

𝑝2 − 𝛼2
 

 Приклад 7. Знайти зображення функції 𝑓 (𝑡 ) =  sin2 𝑡 . 

 Розв’язок. Перетворимо функцію sin2 𝑡: 

sin2 𝑡 =
1

2
−

1

2
cos 2𝑡 

Застосуємо формулу (3.3) маємо 

cos 2𝑡  ⟵
𝑝

4 + 𝑝2
 

Використовуючи властивість лінійності зображення (2), отримаємо 

шуканий вираз 

sin2 𝑡 ⟵
1

2
∙

1

𝑝
−

1

2
 

𝑝

4 + 𝑝2
=

2

𝑝(𝑝2 + 4)
 

3 Теорема зсунення. Нехай ( ) ( )f t F p , тоді 0p -комплексного 



числа справедлива рівність: 

𝑒𝑝0𝑡 ∙ 𝑓(𝑡) ⟵ 𝐹(𝑝 − 𝑝0)     (4) 

 

 Приклад 8. Знайти зображення функції 𝑓 (𝑡 ) =  𝑒−𝑡𝑡3  . 

Функція 𝑡3 має зображення за формулою приклада 4: 

𝑡3 ⟵
3!

𝑝3+1
=

6

𝑝4
 

За теоремою зсунення, враховуючи, що 𝑝0 = −1, остаточно маємо: 

𝑒−𝑡𝑡3 ⟵
6

(𝑝 − 1)4
 

Нехай функція-оригінал 𝑓(𝑡 ) має зображення 𝐹(𝑝). Розглянемо 

функцію 𝜑(𝑡), визначену наступним чином 

𝜑(𝑡) = {
0, 𝑡 < 𝑡0

𝑓(𝑡 − 𝜏), 𝑡 ≥ 𝑡0
 

Графік функції 𝜑(𝑡) отримується з графіка оригінала в результаті 

зсунення його праворуч вздовж осі на величину 𝑡0 (рис). Отже, якщо 

𝑓(𝑡 ) описує деякий процес, то 𝜑(𝑡) описує той же процес, але з 

запізненням на 𝑡0 

 

4 Теорема запізнення. Якщо ( ) ( )f t F p , тоді 0    

( ) ( ) ( )pf t t e F p        .   (5) 

𝜑(𝑡) 



 Приклад 9. Знайти зображення функції 𝑓 (𝑡 ) = 𝑡2𝜎(𝑡 − 1) 

Оскільки маємо запізнення сигнала 𝜏 = 1 то й оригінал повинен 

залежати від аргумента (𝑡 − 1) . Отже, перетворимо функцію 𝑡2 у 

функцію від аргумента (𝑡 − 1) 

𝑡2 = (𝑡 − 1 + 1)2 = (𝑡 − 1)2 + 2(𝑡 − 1) + 1 

Враховуючи формулу, для оригінала 𝑡2 + 2𝑡 + 1 маємо зображення: 

𝑡2 + 2𝑡 + 1 ⟵
2

𝑝3
+

2

𝑝2
+

1

𝑝
=

2 + 2𝑝 + 𝑝2

𝑝3
 

Застосуємо теорему про запізнении сигнала (5): 

𝑡2𝜎(𝑡 − 1) ⟵  
2 + 2𝑝 + 𝑝2

𝑝3
𝑒−𝑝 

 Приклад 10. Знайти зображення функції 

𝑓 (𝑡 ) = sin(𝑡 − 2) 𝜎(𝑡 − 2) 

Оскільки за формулою 

sin 𝑡  ⟵
1

1 + 𝑝2
 

то за теоремою про запізнення сигнала (5), враховуючи, що 𝜏 = 2, 

маємо 

sin(𝑡 − 2) 𝜎(𝑡 − 2) ⟵
𝑒−2𝑝

1 + 𝑝2
 

Зауваження: Теорема запізнення дає можливість отримати 

зображення функцій, які описують імпульсні процеси.  

Так як  
1

t
p

  , то за формулою (5): 

 
pe

t
p



 


  . 

Розглянемо зображення одиничного імпульса 



 

Аналітично одиничний імпульс можна представити: 

𝜑 (𝑡 ) = {
0, 𝑡 < 0 
1, 0 < 𝑡 < 𝜏
0, 𝑡 > 𝜏

 

За допомогою функції Хевісайда запишемо функцію 𝜑 (𝑡 ) 

𝜑 (𝑡 ) = 𝜎(𝑡) − 𝜎(𝑡 − 𝜏) 

Розглянемо загальний випадок: 

𝑓(𝑡 ) = {

0, 𝑡 < 𝑎1 

𝑓1(𝑡), 𝑎1 < 𝑡 < 𝑎2

𝑓2(𝑡), 𝑡 > 𝑎2

 

де 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡) функції-оригінали. Можна записати оригінал 𝑓 (𝑡 ) 

одним аналітичним виразом: 

 𝑓(𝑡 ) = 𝑓1(𝑡)𝜎(𝑡 − 𝑎1) − 𝑓1(𝑡)𝜎(𝑡 − 𝑎2) + 𝑓2(𝑡)𝜎(𝑡 − 𝑎1) (6) 

 Приклад 11. Знайти зображення функції 

𝑓 (𝑡 ) = {
2𝑡 + 1 𝑡 ∈ (2,3)

0 𝑡 ∉ (2,3)
 

Враховуючи вираз (6), запишемо аналітичний вираз для функції 

𝑓 (𝑡 ) = (2𝑡 + 1)𝜎(𝑡 − 2) − (2𝑡 + 1)𝜎(𝑡 − 3) 

Подамо вираз (2𝑡 + 1) аргумента 𝑡 у вигляді виразів аргументів (𝑡 −

2) і (𝑡 − 3): 

2𝑡 + 1 = 2(𝑡 − 2) + 5, 2𝑡 + 1 =  2(𝑡 − 3)  +  7 



Отримаємо новий вираз для функції 𝑓 (𝑡 ) 

𝑓 (𝑡 ) = 2(𝑡 − 2)𝜎(𝑡 − 2) + 5𝜎(𝑡 − 2) − 2(𝑡 − 3)𝜎(𝑡 − 3) −  7𝜎(𝑡

− 3) 

Оскільки 

𝑡 ←
1

𝑝2; 1 ←
1

𝑝
 

то, за теоремою про запізнення оригінала (5), остаточно маємо: 

𝐹(𝑝) =
2

𝑝2
𝑒−2𝑝 + 

5

𝑝
𝑒−2𝑝 +

2

𝑝2
𝑒−3𝑝 +  

7

𝑝
𝑒−3𝑝 

5 Теорема диференціювання оригіналу. Нехай функції

     ( 1)( ), , ( ), ... , ( ),
nnf t f t f t f t f t   неперервні для всіх 0t  , причому 

всі зазначені функції є оригіналами з тим самим показником 

зростання 0s  і ( ) ( )f t F p . Тоді для всіх 0Re p s  справедлива 

формула: 

   ( ) 1 2 ( 1)( ) (0) (0) ... (0)n n n n nL f t p L f p f p f f       , (7) 

або 

( ) 1 2 ( 1)( ) ( ) (0) (0) ... (0)n n n n nf t p F p p f p f f       . 

Зокрема, 

2

3 2

( ) ( ) (0),

( ) ( ) (0) (0),

( ) ( ) (0) (0) (0)

f t pF p f

f t p F p pf f

f t p F p p f pf f

  

   

     

 

і так далі. 

 

 Приклад 12. Знайти перетворення Лапласа функції 2( ) sinf t t . 

 Розв’язок. Нехай 2( ) sin ( )f t t F p  . Застосуємо теорему 



диференціювання оригіналу і при цьому врахуємо, що 2(0) sin 0 0f    

( ) 2sin cos sin 2 ( ) (0) ( )f t t t t pF p f pF p       . 

Так як 
2

2
sin 2

4
t

p



, то 

2

2
( ) .

( 4)
F p

p p



 

 Інший спосіб заснований на безпосередньому застосуванні 

відомої тригонометричної формули та властивості лінійності 

перетворення Лапласа (див. приклад 6): 

 
 

2

2 2

1 1 1 2
sin 1 cos2 .

2 2 4 4

p
t t

p p p p

 
     

  
 

 

6 Теорема диференціювання зображення. Нехай ( ) ( )f t F p  тоді 

−𝑡 ∙ 𝑓(𝑡) ⟵ 𝐹′(𝑝)     (8) 

Диференціювання зображення зводиться до множення оригінала на 

−𝑡. 

 Приклад 13. Якщо 

 
2

2 2
( )

p
F p

p 




, зайти ( ).f t  

 Розв’язок. Знову скористаємося тим, що 
2 2

1 1
sin t

p


 



 і 

застосуємо теорему диференціювання зображення: 

 
2 2 2

2 2

1 1 2
sin .

d p
t t

dp p p


  

  
    

  

 

Таким чином, 

2 2 2
( ) sin ( ).

2( )

p t
F p t f t

p



  


 

Зауваження: Застосовуючи операцію диференціювання зображення 

багаторазово, отримаємо: 



(−𝑡)𝑛 ∙ 𝑓(𝑡) ⟵ 𝐹(𝑛)(𝑝)     (8*) 

 

7 Теорема інтегрування зображення. Нехай ( )f t  и 
( )f t

t
 є 

функціями-оригіналами, 1s  - показник зростання функції 
( )f t

t
,  тоді 

1

( )
( ) , (Re )

p

f t
F p dp p s

t



  .   (9) 

 

 Приклад 14. Для
 2 1 cos

( )
t

f t
t


 ,  зайти ( ).F p  

 Розв’язок. З таблиці зображень Лапласа та властивості 

лінійності маємо: 

2 2

2 2
2(1 cos )

p
t

p p



  


. 

Скористаємося теоремою інтегрування зображення: 

2

2 2 2

2(1 cos ) 2 2
ln 1

p

t p
dp

t p p p

 



   
     

   
 . 

Таким чином, 
2

2
( ) ln 1 .F p

p

 
  

 
 

9 Теорема інтегрування оригінала. Нехай ( ) ( )f t F p , тоді 

0

0

( )
( ) , (Re ).

t
F p

f t dt p s
p

     (10) 

Таким чином, інтегрування оригінала зводиться до ділення 

зображення на 𝑝. 

 Приклад 15. Якщо 
2 2 2

1
( )

( )
F p

p p 



, знайти ( ).f t  



 Розв’язок. Очевидно, 
2 2

1 1
sin t

p


 



. Застосовуючи 

формулу (10) інтегрування оригіналу, отримаємо: 

2 2 2

0

1 1 1 1 cos
sin

t
t

t dt
p p




 


  


 . 

Застосуємо ще раз формулу (10): 

 2 2 2 2 2

0

1 1 1 sin
1 cos ( ).

( )

t
t

t dt t f t
p p




  

 
     

  
  

 

10 Теорема про граничні співвідношення. Нехай  ( )F p f t , а 

( )f t  також є оригіналом, тоді: 

0
lim ( ) lim ( )
p t

pF p f t
 

 ,    (11) 

0
lim ( ) lim ( )
p t

pF p f t
 

 .    (12) 

0

( ) (0)f t dt F



 .     (13) 

При цьому вважаємо, що існує кінцева границя lim ( )
t

f t


 і невласний 

інтеграл 
0

( )f t dt



  сходиться. 

Нехай функції ( , )f t u  и 
0

( ) ( ) ( , )g t u f t u du


   є оригіналами и 

( , ) ( , )f t u F p u . Тоді справедлива формула: 

  
0 0

( ) ( , ) ( ) ( , )u f t u du u F p u du 
 

   (14) 

11 Теорема множення. Згорткою двох оригіналів 𝑓1(𝑡) і 𝑓2(𝑡), яка 

позначається 𝑓1(𝑡) ∗ 𝑓2(𝑡), називається інтеграл 



  𝑓1(𝑡) ∗ 𝑓2(𝑡) = ∫ 𝑓1(𝜏)𝑓2(𝑡 − 𝜏)
𝑡

0
𝑑𝜏 (15) 

Якщо виконати заміну у виразі (14), то не важко показати, що: 

  ∫ 𝑓1(𝜏)𝑓2(𝑡 − 𝜏)
𝑡

0
𝑑𝜏 = ∫ 𝑓1(𝑡 − 𝜏)𝑓2(𝜏)

𝑡

0
𝑑𝜏 (16) 

Теорема про згортку. Нехай оригінали 𝑓1(𝑡) і 𝑓2(𝑡) мають 

зображення 𝐹1(𝑝) і 𝐹2(𝑝) відповідно, то згортка (15) має своїм 

зображенням добуток відповідних зображень:  

  𝑓1(𝑡) ∗ 𝑓2(𝑡) ⟵ 𝐹1(𝑝) ∙ 𝐹2(𝑝) (17) 

 

 Приклад 16. Знайти згортку двох оригіналів 𝑓1(𝑡) = 𝑡2 і 𝑓2(𝑡) =

𝑒2𝑡. 

Скористаємося означенням згортки (15): 

𝑡2 ∗ 𝑒2𝑡 = ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑒2𝜏
𝑡

0

𝑑𝜏 = 

 

За теоремою знайдемо зображення для згортки 



𝑡2 ∗ 𝑒2𝑡 ⟵
2!

𝑝3
∙

1

𝑝 − 2
=

2

𝑝3(𝑝 − 2)
 

 

 Приклад 17. Знайти зображення оригінала 

𝜑(𝑡) = ∫ cos(𝑡 − 𝜏)𝑒2𝜏
𝑡

0

𝑑𝜏 

Оригінал, з означення (16), є згорткою двох оригіналів 𝑓1(𝑡) = cos 𝑡 

і 𝑓2(𝑡) = 𝑒2𝑡. 

Оскільки 

𝑓1(𝑡) = cos 𝑡 ⟵
𝑝

𝑝2 + 1
 

𝑓2(𝑡) = 𝑒2𝑡 ⟵
1

𝑝 − 2
 

то за теоремою (теорема множення ), маємо: 

cos 𝑡 ∗ 𝑒2𝑡 ⟵
𝑝

𝑝2 + 1
∙

1

𝑝 − 2
 

Остаточно отримаємо: 

∫ cos(𝑡 − 𝜏)𝑒2𝜏
𝑡

0

𝑑𝜏 ⟵
𝑝

(𝑝2 + 1)(𝑝 − 2)
 

 

  



 49.3 Таблиця перетворень Лапласа 

№ ( )f t  ( )F p  № ( )f t  ( )F p  

1 1  
1

p
 10 sh

2

t te e
t

 




  2 2p




 

2 t  2

1

p
 11 ch

2

t te e
t

 




  2 2

p

p 
 

3 
,

1,2,3,...

nt

n 
 

1

!
n

n

p 
 12 sinte wt   2 2( )p



  
 

4 , 0t    1

( 1)

p




 
 13 coste wt  2 2( )

p

p



 



 
 

5 te  
1

p 
 14  

1 t te e
t

   ln
p

p








 

6 
,

1,2,3,...

n tt e

n




 

 
1

!
n

n

p 



 15  

2
1 cos wt

t
  

2

2
ln 1

w

p

 
 

 
 

7 
,

0

k tt e

k




 

 
1

1

( )k

k

p  

 


 16  

2
1 ch t

t
  

2

2
ln 1

p

 
 

 
 

8 sin wt  2 2p




 17 

1
sin wt

t
 arctg

w

p
 

9 cos wt  2 2

p

p 
 18 

1

t
 

p


 

 

 

 49.4 Перетворення Лапласа періодичної функції 
 

 При дослідженні багатьох практичних завдань часто 

доводиться мати справу з періодичними функціями, при вирішенні 



яких зручно застосовувати перетворення Лапласа. 

 Нехай ( )f t  оригінал и T - періодична функція для всіх 0t  . 

Тогда справедлива формула: 

  0

0

1
( ) ( ) , ( Re ).

1

T
pt

pT
L f t e f t dt p s

e




  


     (18) 

 Приклад 18. Знайти перетворення Лапласа для періодичної 

функції, показаної на малюнку 

k

0

-k

 tf

a 2a 3a 4a

 

 Розв’язок. Так як ( )f t  періодична функція з періодом 2 ,T a

застосувавши формулу для періодичної функції і зробивши наступні 

спрощення, отримаємо 

 
2

2

0

1
( ) ( )

1

a a
pt pt

pa

a

L f t k e dt k e dt
e

 



  
      

   
 

2

2
0

1

1

a a

pt pt

pa
a

k k
e e

p pe

 



  
    

   

 2

2

1
1 2

1

pa pa

pa

k
e e

p e

 


    



 
   

2
1 1

.
11 1

pa pa

papa pa

ek k e

p p ee e

 

 

 
   

  
 

Таким чином, перетворення Лапласа має вигляд: 
 
 

1
( ) .

1

pa

pa

k e
F p

p e









 


