
ТЕМА 2. ОПЕРАЦІЙНЕ ЧИСЛЕННЯ 

Лекція 50. Застосування перетворення Лапласа 

 50.1 Знаходження оригінала за існуючим зображенням. 

 Розглянемо задачу, обернену до попередніх: знайти оригінал за 

існуючим зображенням. 

 В загальному випадку можна скласти таблицю зображень 

багатьох функцій і за нею визначати оригінал для даного 

зображення. В теорії інтегральних перетворень існує формула 

оберненого перетворення, яка за даним зображенням дозволяє 

знаходити оригінал: 

  𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝐹(𝑝)𝑒𝑝𝑡𝑑𝑝

𝑠+𝑖∞

𝑠−𝑖∞
  (1) 

 Однак, в більшості випадків, означення оригінала за даним 

зображенням можна провести значно простіше. Це пов’язано з тим, 

що більшість зображень мають вигляд раціональних дробів. Тому 

обернене перетворення може бути зведено до наступних теорем. 

 

Теорема 1 (1-а теорема розкладання) Якщо зображення 𝐹(𝑝) може 

бути подано у вигляді суми 𝐹(𝑝) = ∑
𝑎𝑛

𝑝𝑛+1
𝑘
𝑛=0 , де 𝑎𝑛 деякі сталі, то 

відповідний цьому зображенню оригінал має вигляд: 

  𝑓(𝑡) = ∑
𝑎𝑛

𝑛!
𝑘
𝑛=0 𝑡𝑛  (2) 

 

Теорема 2 (2-а теорема розкладання) Якщо зображення є 

правильним раціональним дробом: 𝐹(𝑝) =
𝑅(𝑝)

𝑄(𝑝)
, то, розкладаючи її на 

найпростіші дроби, отримаємо суму зображень для найпростіших 

оригіналів. 



 Приклад 1. Знайти оригінал за даним зображенням 

𝐹(𝑝) =
4𝑝 + 5

(𝑝 − 2)(𝑝2 + 4𝑝 + 5)
 

Розв’язання . 

Розкладемо початкову функцію 𝐹(𝑝) на суму простих дробів: 

4𝑝 + 5

(𝑝 − 2)(𝑝2 + 4𝑝 + 5)
=

𝐴

𝑝 − 2
+

𝐵𝑝 + 𝐶

𝑝2 + 4𝑝 + 5
 

4𝑝 + 5 = 𝐴(𝑝2 + 4𝑝 + 5) + (𝐵𝑝 + 𝐶)(𝑝 − 2) 

𝑝 = 2   13 = 17𝐴  𝐴 =
13

17
 

𝑝2

𝑝0|
𝐴 + 𝐵 = 0,

5𝐴 − 2𝐶 = 5
 

𝐵 = −𝐴 = −
13

17
 

𝐶 =
5𝐴 − 5

2
= −

10

17
 

Знаходячи коефіцієнти 𝐴 , 𝐵 і 𝐶 , отримаємо 

𝐹(𝑝) =

13
17

𝑝 − 2
+

−
13
17

𝑝 + −
10
17

𝑝2 + 4𝑝 + 5
=

13

17

1

𝑝 − 2
−

1

17

13𝑝 + 10

𝑝2 + 4𝑝 + 5
 

Для дробу 
1

𝑝−2
 маємо оригінал 

𝑒2𝑡 ←
1

𝑝 − 2
 

Перетворимо другий дріб: 

13𝑝 + 10

𝑝2 + 4𝑝 + 5
= 13

(𝑝 + 2)

(𝑝 + 2)2 + 1
− 16

1

(𝑝 + 2)2 + 1
 

Оскільки 

cos 𝑡 ←
𝑝

𝑝2+1
; sin 𝑡 ←

1

𝑝2+1
 



то за теоремою зсунення маємо 

𝑒−2𝑡 cos 𝑡 ←
(𝑝+2)

(𝑝+2)2+1
;  𝑒−2𝑡 sin 𝑡 ←

1

(𝑝+2)2+1
 

Використовуючи властивість лінійності, знайдемо оригінали для 

кожного з доданків: 

13

17
𝑒2𝑡 −

13

17
𝑒−2𝑡 cos 𝑡 +

16

17
𝑒−2𝑡 sin 𝑡 ←

13

17

1

𝑝 − 2
−

1

17

13𝑝 + 10

𝑝2 + 4𝑝 + 5
 

 

 Приклад 2. Знайти оригінал за даним зображенням 

𝐹(𝑝) =
𝑝

(𝑝2 + 1)2
 

Розв’язання 

У даному випадку подамо 𝐹(𝑝) у вигляді добутку двох простих 

дробів: 

𝑝

(𝑝2 + 1)2
=

1

𝑝2 + 1
∙

𝑝

𝑝2 + 1
 

Скористаємося теоремою про згортку. Оскільки 

cos 𝑡 ←
𝑝

𝑝2+1
; sin 𝑡 ←

1

𝑝2+1
 

то за формулою 

sin 𝑡 ∗ cos 𝑡 ←
1

𝑝2 + 1
∙

𝑝

𝑝2 + 1
 

Знайдемо згортку. Зa означенням маємо: 

sin 𝑡 ∗ cos 𝑡 = ∫ sin 𝜏 ∙ cos(𝑡 − 𝜏) 𝑑𝜏
𝑡

0

=
1

2
∫ (sin 𝑡 + sin(2𝜏 − 𝑡))𝑑𝜏

𝑡

0

= 

𝑡 cos 𝑡

2
 

Остаточно отримаємо 



𝑡 cos 𝑡

2
←

𝑝

(𝑝2 + 1)2
 

 

 50.2 Розв'язання диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами. 

Операційне числення використовують при розв’язанні цілої низки 

практичних задач, однак наибільше застосування воно отримало при 

розв’язанні диференціальних рівнянь. Щоб зрозуміти суть цього 

методу, розглянемо найпростіший випадок – лінійне диференціальне 

рівняння зі сталими коефіцієнтами. 

 Нехай задано диференціальне рівняння (для простоти другого 

порядку) 

𝑎0𝑦𝑡
′′ + 𝑎1𝑦𝑡

′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑡), 

де 𝑎0 ,𝑎1, 𝑎2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑎0 ≠ 0. 

 Нехай потрібно знайти частинний розв’язок рівняння, яке 

задовольняє початковим умовам 

𝑦(0) = 𝑦0

𝑦′(0) = 𝑦′0
 

 Будемо вважати, що шуканий розв’язок 𝑦(𝑡) його похідна і 

права частина рівняння 𝑓(𝑡) є оригіналами. Введемо позначення для 

зображень:
 

𝑦(𝑡) ← 𝑌(𝑝); 𝑓(𝑡) ← 𝐹(𝑝)
 

За теоремою про диференціювання оригінала маємо 

𝑦′(𝑡) ← 𝑝𝑌(𝑝) − 𝑦(0) = 𝑝𝑌(𝑝) − 𝑦0 

𝑦′′(𝑡) ← 𝑝2𝑌(𝑝) − 𝑝𝑦(0) − 𝑦′(0) = 𝑝2𝑌(𝑝) − 𝑝𝑦0 − 𝑦0
′  

Оскільки ліва і права частини диференціального рівняння є рівними 

між собою, то, за теоремою про єдиність зображення, їхні 



зображення також повинні бути рівними одне одному: 

𝑎0(𝑝2𝑌(𝑝) − 𝑝𝑦0 − 𝑦0
′ ) + 𝑎1(𝑝𝑌(𝑝) − 𝑦0) + 𝑎2𝑌(𝑝) = 𝐹(𝑝)

 
або 

(𝑎0𝑝2 + 𝑎1𝑝 + 𝑎2)𝑌(𝑝) − (𝑎0𝑝𝑦0 + 𝑎0𝑦0
′ + 𝑎1𝑦0) = 𝐹(𝑝) 

Рівняння називається допоміжним рівнянням або рівнянням у 

зображеннях. Таким чином, замість диференціального рівняння  

для оригінала 𝑦(𝑡) отримано алгебраїчне рівняння для його 

зображення 𝑌(𝑝). Початкові умови при цьому враховуються 

автоматично. Виразивши 𝑌(𝑝), отримаємо розв’язок рівняння в 

зображеннях: 

𝑌(𝑝) =
𝐹(𝑝) + 𝑎0𝑝𝑦0 + 𝑎0𝑦0

′ + 𝑎1𝑦0

𝑎0𝑝2 + 𝑎1𝑝 + 𝑎2
 

Це так званий операційний розв’язок рівняння. Відновлюючи за 

зображенням 𝑌(𝑝) його оригінал, можна отримати вираз для 𝑦(𝑡). 

 

 Приклад 3. Операційним методом розв’язати задачу Коші.  

{
𝑥′′ + 𝑥 = 2 cos 𝑡

𝑥(0) = 0
𝑥′(0) = −1

 

 Розв’язок. Нехай    x t X p . Тоді за теоремою 

диференціювання оригіналу отримаємо: 

       

         2 2

0 ,

0 0 1

x t pX p x pX p

x t p X p px x p X p

   

     
 

cos(𝑡)
𝑝

𝑝2+1
. 

 Підставимо ( ), ( ), ( )x t x t x t   у вихідне диференціальне рівняння та 

отримаємо лінійне алгебраїчне рівняння для зображення Лапласа



( )X p : 

2

2

2
( ) 1 ( )

1

p
p X p X p

p
  


. 

 Звідки 

 
2 2

2

2 1
( )

11

p
X p

pp

 


. 

Знаходимо оригінал для  X p . Враховуючи лінійність зображення 

Лапласа, з таблиці зображень отримаємо 

2

1

1p 
→ sin 𝑡. 

Для знаходження оригіналу функції 

 
2

2

2

1

p

p 

 скористаємося 

теоремою про диференціювання зображення 

 
.

2 2 .2

2 1
sin

11 t

p
t t

pp

 
   

 

 

 ( )X p
.

.
 sint t − sin 𝑡 

Таким чином, розв'язок задачі Коші має вигляд: 

( ) ( 1)sinx t t t  . 

 

 50.3 Розв’язок систем лінійних диференціальних рівнянь із 

постійними коефіцієнтами. 

Розв'язання системи лінійних диференціальних рівнянь з постійними 

коефіцієнтами операційним методом здійснюється за тією самою 

схемою, що й рішення одного диференціального рівняння. 

 Нехай, наприклад, необхідно вирішити систему 



диференціальних рівнянь другого порядку 

∑ (𝑎𝑖𝑘𝑥𝑘
′′ + 𝑏𝑖𝑘𝑥𝑘

′ + 𝑐𝑖𝑘𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1 ) = 𝑓𝑖(𝑡), 

𝑎𝑖𝑘 , 𝑏𝑖𝑘 , 𝑐𝑖𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 

за початкових умов 

{
𝑥𝑘(0) = 𝛼𝑘

𝑥𝑘
′ (0) = 𝛽𝑘

 

Позначаючи через ( ) ( ), ( ) ( )k k i ix t X p f t F p   від системи з 

початковими умовами перейдемо до операторної системи 

∑(𝑎𝑖𝑘𝑝2 + 𝑏𝑖𝑘𝑝 + 𝑐𝑖𝑘)

𝑛

𝑘=1

𝑋𝑘(𝑝) = 𝐹𝑖(𝑝) + ∑[(𝑎𝑖𝑘𝑝 + 𝑏𝑖𝑘)𝛼𝑘 + 𝑎𝑖𝑘]

𝑛

𝑘=1

  

𝑖 = 1,2, … 𝑛. 

Розв'язавши отриману систему операторних рівнянь як лінійну 

алгебраїчну систему щодо змінної ( )kX p , отримаємо ( )kX p . Після 

цього можемо знайти оригінали відповідних функцій ( )kx t  для к =

1,2, … 𝑛. 

 

 Приклад 4. Розв'язати систему рівнянь за допомогою 

перетворення Лапласа. 
3 ,

4 4 ,t

x x y

y x e

  


  
  

(0) 2, (0) 3,

(0) 1, (0) 2,

x x

y y

 

 
 

де  ( ), ( )x x t y y t   - шукані функції. 

Розв’язок. Нехай ( ) ( ), ( ) ( )x t X p y t Y p  . Застосувавши теорему 

диференціювання оригіналу для функцій ( )x t  и ( )y t , отримаємо: 

2 2

2 2

( ) ( ) (0) (0) ( ) 2 3,

( ) ( ) (0) (0) ( ) 2.

x t p X p px x p X p p

y t p Y p py y p Y p p

      

      
 



 Таким чином, отримаємо систему неоднорідних алгебраїчних 

лінійних рівнянь, щодо зображень ( ), ( )X p Y p : 

2

2

( ) 2 3 ( ) 3 ( ),

4
( ) 2 4 ( ) ,

1

p X p p X p Y p

p Y p p X p
p

    



    

  
   

 

2

2

1 ( ) 3 2 3,

4
4 ( ) ( 2).

1

p X p Y p p

X p p Y p p
p

    



   


 

 Розв'язавши цю лінійну систему рівнянь відомими 

алгебраїчними методами, знайдемо 

   ,X p Y p : 

1 1 1
( ) , ( )

1 2 2
X p Y p

p p p
  

  
. 

 Переходячи до оригіналів, отримаємо остаточний вигляд 

розв’язку вихідної системи: 2 2( ) , ( )t t tx t e e y t e     

 

 50.4 Розв'язання інтегральних рівнянь 

 

 Приклад 5. Розв'язати інтегральне рівняння 

0

3 sh( ) ( ) ( )

t
tt x d x t e      . 

Розв’язок. Нехай ( ) ( )x t X p . Так як  

2

1 1
,

11

tsht e
pp

 


, 

то ми можемо застосувати теорему множення зображень і отримати 

лінійне рівняння алгебри щодо ( )X p : 

2 2 2 2

1 1 1 1
3 ( ) ( ) , ( )

11 4 4 4

p p
X p X p X p

pp p p p


     

   
. 

Переходячи до оригіналу, отримаємо розв'язання даного 



інтегрального рівняння:  
1

( ) ch 2 sh 2
2

x t t t  . 

 


