
Лекция 1 

 

Статистика Больцмана, Бозе-Эйнштейна, Ферми-Дирака.  

Фазовое пространство Гиббса. 

 

 До сих пор мы занимались феноменологической термодинамикой и не 

погружались в атомно-молекулярные представления. А теперь главной задачей будет – 

связать термодинамические параметры с молекулярными представлениями.  

В феноменологии мы ввели понятие внутренней энергии, которая складывается из 

тепла, работы и определенного количества вещества, вносимого в систему 

  

dU Q W Z          (1) 

Вторым законом определили способ расчета энтропии 
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А если перейти на молекулярный уровень? Мы знаем, что такое кинетическая энергия 

молекулы 
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У нас есть представление о вращательной, колебательной энергии молекул, об энергии 

электронных оболочек, т.н. электронная энергия. Кроме того, частицы могут 

взаимодействовать между собой. Энергия взаимодействия незаряженных частиц 

выражается уравнением 
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Здесь r – расстояние между частицами, a и b – некоторые константы. 

Если частицы заряжены, действует закон Кулона.  

Таким образом, в первом приближении мы знаем, как связать энергию с 

молекулярными представлениями. Но если говорить об энтропии, то совсем не понятно, с 

какой стороны подойти. Именно с этого подхода и начинается статистическая 

термодинамика. Напомним, что согласно третьему закону термодинамики мы можем 

рассчитать абсолютное значение энтропии. Вот мы и будем говорить об абсолютном 

значении энтропии в состоянии равновесия.  

Были представления о том, что энтропия как-то связана с организацией атомов и 

молекул в системе. Вульгарное представление об энтропии как о функции беспорядка, 

хаоса. Вещество плавится – энтропия увеличивается, в реакции увеличивается число 

частиц, энтропия – увеличивается. Теперь – важный ход. Равновесное макроскопическое 

состояние характеризуется термодинамическими параметрами: , , , , , ,T p G H F U . Все они 

имеют постоянные значения в состоянии равновесия. При этом прекратилось 

производство энтропии, нет градиентов. А теперь переходим на атомно-молекулярный 

уровень. Пусть у нас есть фотоаппарат, который может дать фото мгновенных состояний 

всех атомов и молекул, находящихся в системе. Пусть все параметры аудитории 



постоянны, и мы с какой-то частотой делаем снимки. Естественно, эти фотографии будут 

совершенно разными. Положения частиц на фото будут сильно отличаться. Отсюда 

возникают понятия макро- и микросостояния системы.  Макросостояние – это то, что 

описывается феноменологией. Микросостояние – это одна фотография. Э то мгновенное 

состояние системы с точки зрения атомно-молекулярной теории. Таким образом, одному 

макросостоянию соответствует огромное количество микросостояний.  

У Людвига Больцмана появилась идея о том, что энтропия связана с количеством 

микросостояний. Как же связана энтропия с количеством микросостояний – W? 

Пусть система состоит из двух несвязанных между собой частей. Например, 

система состоит из инертного газа – аргона, и куска железа. Тогда можем записать 

 

Ar FeS S S       (5) 

Какое число микросостояний будет у системы в целом? Части системы не 

взаимодействуют. Пусть аргон находится в любом из своих возможных микросостояний. 

Пусть у него одно микросостояние. Железо при этом может находиться в любом своем 

микросостоянии. Значит, для всей системы количество микросостояний будет 1FeW  . Но 

на самом деле у аргона количество микросостояний ArW , поэтому общее количество 

микросостояний системы Fe ArW W . Но согласно уравнению 5, общее количество 

микросостояний системы с двумя невзаимодействующими частями равно сумме 

микросостояний каждой из частей. Только логарифм обладает таким свойством, 

действительно 

 

ln( ) ln lnFe Ar Fe ArW W W W       (6) 

Значит, энтропия должна быть функцией логарифма количества микросостояний. Но 

число микросостояний безразмерно, а энтропия имеет размерность. Нужен какой-то 

коэффициент. Вспоминаем изменение энтропии при изотермическом расширении 

идеального газа: 
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Пусть у нас одна молекула. Как изменится количество ее микросостояний при переходе к 

большему объему? Это просто количество новых геометрических положений, которые 

появились у системы. Итак, для одной частицы можно записать: 
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Но у нас в системе один моль частиц, т.е. число Авогадро. Поэтому количество состояний 

окажется равным  

 

 

2

1

AN

W

W

 
 
 

     (9) 

 



Мы допустили, что энтропия пропорциональна числу состояний, поэтому, введя 

некоторый коэффициент k, для изменения энтропии можем записать  
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Сравним уравнение (7) и уравнение (10). У «нормального», феноменологического  

уравнения перед логарифмом стоит универсальная газовая постоянная, а здесь стоит AkN . 

Приравняв, получим 
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Это и есть константа Больцмана k = 1,38•10-23 Дж/К. Теперь уравнение для энтропии 

можно записать в виде 

 

lnS k W      (12) 

 

Это фундаментальная исходная формула. Количество микросостояний называется 

термодинамической вероятностью системы. Это не настоящая вероятность. Настоящая 

вероятность нормирована и находится между нулем и единицей.  

 Дальнейшая задача – научиться четко считать значение числа микросостояний. 

Если это сделаем, то потом можно найти абсолютное значение энтропии. И далее сравним 

то, что получили, с тем, что было в феноменологии. Если совпадет, мы рассуждаем 

правильно. А пока S в уравнении  (12) – это статистический аналог энтропии. Если не 

будет совпадения, придется еще что-то придумать, а если совпадет, тогда это будет 

полноценная энтропия. 

 Наша текущая задача – построение модели системы и подсчет величины 

термодинамической вероятности. Начинаем обсуждать модель ячеек Больцмана.    

https://www.matburo.ru/tv_komb.php - это сайт, где объясняются основы комбинаторики и 

теории вероятностей.  

Больцман говорит, у системы есть энергия Е. И есть уровни энергии. Энергия частиц на 

каждом уровне нам известна. На каждом уровне находится определенное количество 

частиц, и энергия системы определяется как 
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Примем, что энергия – постоянна. Количество частиц на уровнях может меняться, но 

энергия не изменяется. Кроме того, в нашей системе постоянное количество частиц. По 

Больцману макросостояние характеризуется значением энергии Е, общим количеством 

частиц N, значениями энергии на каждом уровне и количеством частиц на каждом уровне. 

А что такое микросостояние? На скриншоте показано, что в нашей системе три уровня. 

Задано количество частиц на каждом уровне. Задана энергия на каждом уровне. Это все 

пока макросостояние. А вот микросостояние задается так. У частиц, оказывается, есть 

номера. В модели Больцмана частицы различимы. Номера частиц на каждом уровне 

важны для определения микросостояния. Какие именно частицы, с какими номерами 

находятся на каждом уровне – это микросостояние. На скриншоте слева изображено одно 

https://www.matburo.ru/tv_komb.php


микросостояние: частица №1 – на верхнем уровне, частицы №№2 и 3 находятся на 

нижнем уровне.   

 
 

А вот уже другое микросостояние: частица №1 поменялась местами с частицей №3. 

 

 
 

И еще одно микросостояние. Теперь вторая частица на верхнем уровне.  

 
 

А если частицы будут меняться местами на одном уровне, это не имеет значения.  

Ну и как определить количество микросостояний? На скрине – формулы. В числителе 

число перестановок трех частиц. Причем, здесь учитываются перестановки и на одном и 

том же уровне, т.е. слева или справа стоит каждая частица на нижнем уровне. А 

знаменатель говорит о том, что мы слишком много насчитали микросостояний. Мы не 

должны учитывать перестановки на одном и том же уровне. Общая формула для расчета 

количества микросостояний следующая: 
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Следует обратить внимание на то, что и левая, и правая части скрина относятся по 

Больцману к двум разным макросостояниям. Действительно, суммарная энергия частиц 

одна и та же, хотя распределение частиц по уровням разное. Теперь внимание. Перед нами 

система с постоянной энергией, постоянным количеством частиц, постоянным объемом. В 

этом случае, как мы помним, за движением системы к равновесию следит энтропия. Когда 

выполнится условие 
, ,( ) 0U V ndS  , мы достигнем состояния равновесия системы. Пока 



имеем 
, ,( ) 0U V ndS  , мы движемся к равновесию. Больцман говорит: мы можем по-

разному распределять частицы по уровням (это знаменатель уравнения (14)), сохраняя 

энергию, общее количество частиц и объем системы. Тогда, в соответствии со 2 началом, 

настоящее равновесное состояние должно соответствовать условию 
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Это рассуждение связывает феноменологию со статистическим аналогом энтропии. Таким 

образом, найдя этот максимум мы должны найти значение статистического аналога 

энтропии (см. уравнение (12)). На скриншоте левое состояние ближе к равновесию, чем 

правое.  

 Итак, наша задача – найти максимум функции lnW . Т.е. надо найти, когда 

дифференциал этой функции станет равным нулю: d(ln ) 0W  . Надо еще уточнить, что в 

системе неизменная энергия, количество частиц и объем. Поэтому точнее писать так: 

, ,d(ln ) 0E N VW  . Уместно сейчас вспомнить формулу Стирлинга, которая хорошо 

работает для больших N.  

 

ln ! lnN N N N       (16) 

 

В знаменателе уравнения (16) тоже большие числа, поэтому и для них будет хорошо 

работать формула Стирлинга: 
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С учетом формулы Стирлинга расписываем логарифм числа состояний: 
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Сумма частиц остается неизменной, поэтому сокращаем эн большое и сумму эн 

маленьких. Прежде, чем будем брать дифференциал, мы должны несколько усложнить 

нашу формулу, потому что мы учли не все микросостояния, их может быть и больше. 

Вспоминаем понятие вырожденность уровня.  Оказывается, например, нижний уровень 

можно разделить на две части (два ящика). Уровень один, а подуровня два.   

 

 
 



Это и есть вырожденность уровня. В данном случае уровень дважды вырожден. Поэтому 

две частицы на нижнем уровне могут быть по-разному размещены по ящикам. В этом 

случае все возможные комбинации на следующем скрине 

 

 
 

Частицы у Больцмана имеют номера, поэтому второй и третий уровень сверху 

различаются. Но кргда поменяем частицы местами на одном подуровне, новое состояние 

не возникнет. Таким образом, надо еще умножить на коэффициент, представляющий 

собой количество подуровней в степени количество частиц (см. скрин): 

 

 
 

Или в общем виде  

 
 

Мы думали, что микросостояний 3, а на самом деле их целых 12. В общей формуле z – это 

вырожденнолсть. С учетом вырожденностей, количество микросостояний можно 

переписать в виде 
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Теперь уравнение (18) перепишется в виде 
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Теперь мы готовы к тому, чтобы брать полный дифференциал. Напомним себе, что у 

нашей системы постоянная энергия, количество частиц и объем. У нее может быть много 

макросостояний. И у каждого макросостояния может быть много микросостояний, 

количество их подсчитывается по формуле (19). Мы ищем то макросостояние, у которого 

величина W самая большая. В соответствии со вторым началом, система выбирает такое 

макросостояние, у которого величина W максимальна. Достигать этого она будет, 

перебрасывая частицы с уровня на уровень, пока не получится максимум.  Чтобы найти 

распределение частиц по уровням, дифференцируем левую и правую части уравнения (20).  
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Упростив, можно переписать: 
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Если перемножим idn на единицы, которые стоят в скобках, получим сумму 
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Надо понять, что на каждом энергетическом уровне находится определенное количество 

частиц. Количество уровней – k. Суммарное изменение количества частиц по всем 

энергетическим уровням равно нулю, поскольку изменение количества всех частиц не 

может быть, количество частиц постоянно. С учетом этого уравнение (22) можно 

переписать в виде 
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Вспоминаем, что это выражение должно равняться нулю. Этот ноль получится тогда, 

когда все скобки обернутся в ноль. Получается, что количество частиц на уровне равно 



вырожденности уровня. Глупость. Мы не учли, что частицы на уровнях подчиняются еще 

определенным требованиям. Во-первых, 
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постоянна, т.е. достаточно вспомнить уравнение (13): 
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Значит, мы ищем не абсолютный экстремум, а условный. Теперь берем от обеих 

уравнений полный дифференциал. Для первого уравнения мы уже знаем результат: 
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Дифференцирование второго уравнения приведет к соотношению: 
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Идея Лагранжа состоит в том, что эти уравнения надо умножить на некоторые константы. 

Первое уравнение, т.е.  

1 2 3 ... 0kdn dn dn dn         (26) 

умножаем на минус α, а второе уравнение (25) умножаем на минус β. А после этого 

складываем с уравнением (24). Получаем 
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Как работает метод Лагранжа. В первых двух скобках уравнения (27) мы выбираем α и β 

так, чтобы скобки первая и вторая обернулись в ноль. Это можно сделать, потому что 

скобки две и константы тоже две. Итак, первые две скобки бы обернули в ноль сами. 

Потом мы взяли эти α и β и поставили во все другие скобки. Теперь у нас скобок не k, а  

k-2. Теперь все k-2 переменные стали свободными, они теперь меняются, как хотят. 

Поэтому все остальные скобки, начиная с третьей, обернутся в ноль в состоянии 

экстремума. Исходя из этого, можно записать 

 

1 1 1ln ( ) lnn z           (28) 

1
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       (29) 

 

Из всех других скобок можно получить аналогичные выражения. Тогда получаем 

знаменитое выражение для распределения частиц по уровням энергии по Больцману: 
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Попробуем найти α. Просуммируем все частицы на всех уровнях от первого до k -го. 

Получим 
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Полученная сумма обозначается специальной буквой 
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Отсюда  
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Q – это сумма по состояниям частицы. Мы с этой суммой будем иметь дело все 

оставшееся время. Слагаемые этой суммы: вырожденность уровня энергии, энергия i – го 

уровня, константа β = 1/kT. Тогда для количества частиц на i – том уровне 
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Это уравнение можно переписать, чтобы получить вероятность нахождения частицы на 

уровне с энергией εi: 
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Теперь проведем критический анализ модели Больцмана. Положительные моменты в 

последовательности подхода и в четком следовании второму началу. Недостатки: во-

первых, нумерация частиц. Если, например, рассматриваем один газ, то все частицы 

одинаковы. Зачем их нумеровать? Во-вторых, формула Стирлинга может не сработать, 

когда применяем ее к in ! Уровней энергии много, а вот частиц на каждом может быть и не 

очень много. Тогда формула Стирлинга не работает. В-третьих, весь вывод Больцмана 

годится только для идеальных систем. Здесь совсем не учитывается взаимодействие 

между частицами.  

 Попытки устранить все эти недостатки вызвали к жизни другие подходы к 

подсчету количества микросостояний.  

Статистика Бозе-Эйнштейна. 

 



 
У нас две частицы, например, и вырожденность уровня равна двум. Рассматриваем 

количество микросостояний для одного уровня. Бозе убрал номера частиц.  

 

 
 

Формула на скрине показывает количество микросостояний для одного уровня. Ну а если 

в системе k уровней, то значения количества микросостояний на каждом уровне надо 

перемножить.  

Еще одна статистика - Ферми-Дирака. Здесь две частицы, а вырожденность равна трем. 

 

 
 



 
 

Здесь в одном ящике может находиться только одна частица – принцип запрета Паули. 

Для нахождения общего количества микросостояний в системе, надо все микросостояния 

на каждом уровне перемножить. Здесь предполагается, что количество ящиков больше, 

чем количество частиц, иначе эта мтатистика не будет работать. 

Все это квантовые статистики для идеального газа. То, что было у Больцмана, - это 

газ классический. Если проделать аналогичные операции для Бозе и для Ферми, получим 

количества частиц на определенном энергетическом уровне. В результате получаем 

 

 
 

Единицы в знаменателе имеют существенное значение только при температурах. Близких 

к абсолютному нулю. Формула Больцмана прекрасно сработает, если температура газа 

выше 5К. Значения iz  очень большие, и количество микросостояний определяется, 

прежде всего, этой величиной.    

 А теперь возвращаемся к самому началу и обращаемся к Гиббсу. Гиббс согласен, 

что каждому макросостоянию соответствует множество микросостояний. Чтобы 

определить количество этих состояний, вводится понятие фазового пространства. 

Гиббс говорил, что микросостояния системы – это фазы системы, подобно фазам луны. 

Пространство Эвклидово, поэтому у каждой частицы три координаты: 1 2 3q q q . Для первой 

частицы можем записать 
(1) (1) (1)

1 2 3q q q . Важна еще скорость движения частицы, или импульс. 

Импульс – это вектор, и существует три координаты импульса частицы частицы: 
(1) (1) (1)

1 2 3p p p . Итак, на каждую частицу придется 6 координат, а количество частиц – порядка 

числа Авогадро. Если в системе количество частиц – один моль, то последняя частица 

будет иметь координаты 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3
A A A A A AN N N N N N

q q q p p p . А есть еще координаты, связанные с 

колебаниями, с вращениями…, т.е. еще какое-то число f. Каждая точка фазового 



пространства – это и есть микросостояние системы. Если у Больцмана были дискретные 

энергетические уровни, то у Гиббса – непрерывное заполнение фазового пространства.  

 
Поэтому вводится понятие вероятность микросостояния. Это уже не 

термодинамическая вероятность, а самая настоящая математическая вероятность. 

Обозначим плотность вероятности ( , )q p . Обозначим dqdp дифференциалы всех 

координат всех частиц. Это можно расписать так: 

 
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (2) (2) (2)

1 2 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )(2) (2) (2)

1 2 3 1 2 3 1 2 3

dqdp

... A A A A A AN N N N N N

dq dq dq dp dp dp dq dq dq

dp dp dp dq dq dq dp dp dp

 

  
 (36) 

 

Вероятность нахождения нашей системы в данной точке фазового пространства 

 

( , )dw q p dqdp      (37) 

Речь идет о вероятности данного микросостояния.  


