
Лекция 2 

 

ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО ГИББСА 

 

 Фазовое пространство – это Эвклидово пространство с размерностью 6NA. Это 

огромная размерность. Каждая точка этого пространства – микросостояние системы.  

Ансамбль по Гиббсу – это множество копий нашей системы (одна и та же система, но ее 

разные микросостояния), которые мы расположили в фазовом пространстве.  

 

 
Это мгновенный снимок. В следующее мгновение система будет уже в другом 

микросостоянии. Эти точки будут ползать в соответствии с законами Ньютона. Какова 

вероятность того, что микросостояние системы окажется в каком-то маленьком объеме 

фазового пространства? Эта вероятность будет равна количеству копий, которые попали в 

этот объем, деленное на общее количество точек. Но с другой стороны – это плотность 

вероятности, умноженная на этот объем: 

 

( , )
dn

dw p q dpdq
N

       (1) 

Понятно, что в разных точках p и q будут разными, значит, плотность вероятности будет 

разная, значит, вероятности будут разными.  

 Важнейшее понятие – плотность вероятности ( , )p q . Плотность вероятности 

может зависеть и от времени: ( , , )p q t . Плотность вероятности больше нуля ( , , ) 0p q t  , 

она нормирована, т.е. если мы ее проинтегрируем по всему фазовому пространству, то 

получим 

 

( , ) 1p q dpdq       (2) 

 

Чтобы плотность вероятности не зависела от времени, надо, чтобы она зависела от энергии, 

которая зависит от координат: ( ( , ))E p q . Если энергия в разных участках фазового 

пространства будет одинаковая, то и плотность вероятности будет одинаковая. Если будет 

так, то не будет зависимости от времени, и картинка фазового пространства будет более-

менее стабильна. Точки-то будут двигаться, но вероятность попасть в выделенный объем 

будет одной и той же.  

 Введем еще одну функцию, прямо зависящую от энергии. Какова вероятность того, 

что микросостояние нашей системы соответствует энергии Е?  

 

( ) ( )dw E f E dE      (3) 

Здесь ( )f E  - плотность вероятности по энергии.  

Очень просто связать плотность вероятности и плотность вероятности по энергии.  



( ) ( ) ( ( , ))
dE

dw E f E dE E p q dpdq
dE

       (4) 

Отсюда  

 

( ( , ))
( )

E p q dpdq
f E

dE


     (5) 

На самом деле нам надо описывать поведение одной частицы. Мы помещаем нашу систему 

в одно из микросостояний. В соответствии с определенным законом частица начинает 

двигаться по фазовому пространству. Какова вероятность того, что система попадет в 

микросостояние, изображенное точкой на скрине? 

 

 
 

Нужно взять маленький объемчик вокруг этой точки, взять плотность вероятности, 

соответствующую этому объему. И мы так найдем вероятность того, что через 

определенное время наша частица попадет в эту точку. Эта плотность вероятности может 

быть разной в разные моменты времени.  

 Теперь надо рассмотреть т.н. эргоидную гипотезу. Это возможность описывать 

поведение системы на этой картинке с помощью предыдущей картинки. Приведем пример-

аналогию. Измерение давления студента во время его обучения на химфаке. Нам нужно 

среднее значение этого давления. Мы можем следить за физическим состоянием студента 

в течение многих лет, когда он обучается на химфаке, он при этом движется по фазовому 

пространству. Каждый день мы измеряем его давление. И возьмем среднее давление. Это 

называется среднее по времени. Второе среднее берется по ансамблю, т.е. по предыдущей 

картинке. Мы берем множество копий нашего студента. Это все люди, которые учатся на 

химфаке. Мы их собираем всех вместе, измеряем их давление в один день и считаем среднее. 

Эргоидная гипотеза состоит в том, что среднее по времени есть среднее по ансамблю 

копий.  Здесь не говорится, когда нужно измерять давление всех студентов вместе. В какой 

день, в какой месяц или год? Это не имеет значения. Потому что ( ( , ))E p q  мы устроили 

таким образом, что эта величина от времени не зависит. Это значит, что картинка по 

ансамблю всегда будет одной и той же.  

 Итак, каждая точка фазового пространства – это микросостояние системы. В каждой 

точке есть много-много координат. Полное число микросостояний системы – это все точки, 

которые есть в фазовом пространстве. Объем фазового пространства обозначается буквой 

Г. Г = W.  Правильно ли мы посчитали количество микросостояний? Нет ли у нас каких-то 

лишних? На самом деле – есть. Смотрим! Координаты первой частицы ,1 ,1 z,1 ,1 y,1 z,1x y xq q q p p p , 

аналогично записываем координаты последующих частиц. Пусть, например, координата 

пятой частицы ,5 ,5 z,5 ,5 y,5 z,5x y xq q q p p p . Если мы поменяем местами первую и пятую частицу, 

появятся ли новые координаты? Да! А появится ли новое микросостояние? Нет! Это, как у 

Больцмана, когда он все частицы пронумеровал. Поэтому мы преувеличили количество 



микросостояний. Люди предлагают скорректировать, разделив объем фазового 

пространства на факториал всех частиц, т.е. на количество перестановок, чем мы как раз 

учтем появление излишних микросостояний при перемене мест частиц. 

 Еще одно. Когда частицы распределены в пространстве, это классическая или 

квантовая модель? Это, конечно, модель классическая. Мы переходим от микросостояния 

к микросостоянию непрерывно. Если речь идет об энергиях в каждой точке, то энергия по 

фазовому пространству тоже может меняться непрерывно. Так представлялось во времена 

Гиббса. Но потом надо было уже считаться с квантовыми эффектами. Предложение 

состояло в том, чтобы разбить фазовое пространство на клетки. При этом объем клетки в 

фазовом пространстве – это постоянная Планка в степени 3N. Что это значит? Это значит, 

что каждое  ,1xq  и ,1xp мы заменили на постоянную Планка. Мы этим сказали, что мы не 

можем точно в каждой точке определить микросостояние. Мы можем это сделать только в 

маленьком объеме системы. Нам надо сказать, что в пределах клетки микросостояние одно.  

А в соседней клетке микросостояние другое. Но непрерывно микросостояние внутри 

крошечной клетки мы  определить не можем.  

 
 

Поэтому мы разобьем весь объем на клетки. Это называется квазиклассическое 

приближение. Вероятность того, что наша система попадет в точку фазового пространства 

с координатами ,q p : 

 

3
( ) ( ( , ))

! N

dpdq
dw E E p q

N h
     (6) 

 

Е – это энергия системы в соответствующей клетке фазового пространства. 

Задача у нас по-прежнему одна – научиться считать, допустим, энтропию системы через 

молекулярные параметры системы. Напомним, что Больцман связал энтропию с числом 

микросостояний системы. С помощью метода ансамблей будем пытаться считать число 

микросостояний. Ансамбль – это множество копий нашей одной системы. Важно, что 

ансамбль отличается один от другого плотностью вероятности. Поэтому мы должны задать 

выражение для плотности вероятности ( ( , ))E p q  и тогда можем работать дальше. И вот 

Гиббс начал работу в этом направлении. Первый ансамбль, который он предлагает. Давайте 

считать, что плотность вероятности определяется в ансамбле, где во всех точках энергия 

одна и та же, E const . Такой ансамбль называется микроканоническим. Будем работать 

не с самой плотностью вероятности, а с ее логарифмом, поэтому ln ( ( , ))E p q const  . 

Обозначим полный объем фазового пространства буквой омега:  

 



3! N

dpdq

N h
 

      (7) 

Мы знаем, что интеграл по всему фазовому пространству – это единица: 

 

( ( , )) 1E p q d


       (8) 

По всему количеству событий вероятность равна единице. Это по определению плотности 

вероятности.  

 

( ( , )) ( ( , )) 1E p q d E p q 

       (9) 

ln ( ( , )) ln 0E p q       (10) 

 

Умножаем обе части на минус константу Больцмана: 

 

ln ( ( , )) lnk E p q k       (11) 

 

Но полный объем фазового пространства – это термодинамическая вероятность. Поэтому 

получаем выражение для энтропии 

 

ln ln ln ( ( , ))k k W k E p q       (12) 

Если узнаем, что такое плотность вероятности, то получим энтропию системы. Итак, если 

для каждого микросостояния строго постоянная плотность вероятности, то энтропия 

должна определиться по следующей формуле: 

 

ln ( ( , ))S k E p q       (13) 

Посмотрим, как выглядит функция распределения по энергии. У микроканонического 

ансамбля возможно только одно значение энергии Е0. 

 

 
 

Но можно предположить, что энергия меняется, но в очень небольшом интервале. Площадь 

прямоугольничка, очерченного штриховой, равна единице.   



 В природе системы ведут себя не так, как предсказывает микроканонический 

ансамбль. Так мы представляли изолированную систему в термодинамике – строго одна и 

та же энергия. Гиббс говорит, хорошо, зависимости от энергии нет, потому что она 

постоянна. Плотность вероятности постоянна. А следующий по сложности вариант: 

энергия меняется, а плотность вероятности линейно зависит от этого изменения.  

 

ln ( ( , ))E p q E         (14) 

Здесь Е – энергия системы. Это то, что получалось у Больцмана в его методе ячеек.  

 

 
На скрине слова самого Гиббса. Что же он хотел сказать? Пусть у нас система со стоит из 

двух частей. И обе они, как канонический ансамбль. Для первой части 1 1 1 1( ( , ))E p q , для 

второй части 2 2 2 2( ( , ))E p q . Теперь мы эти две части объединяем. Части друг с другом не 

взаимодействуют. При объединении плотности вероятности должны перемножаться, 

потому что части не взаимодействуют. Если перемножились плотности вероятности, то 

логарифмы должны сложиться. Составная система тоже будет каноническим ансамблем. 

Из 14 следует: 

 

( , )( ( , )) E p qE p q e          (15) 

 

Здесь уже в разных точках может быть разное значение энергии. Проинтегрируем по 

всему фазовому пространству левую и правую части. 

 

( ( , )) 1 EE p q d e e d           (16) 

 

В правой части – интеграл по состояниям Z. У Больцмана была сумма по состояниям Q. 

Какая разница между Z и Q? Больцман говорил об отдельной частице. Суммирование шло 

по всем возможным энергиям одной частицы. У Гиббса – на этом месте стоит энергия 

системы в целом. Q – сумма по состояниям частицы, Z – сумма по состояниям системы. Но 

у Больцмана еще была вырожденность – количество ячеек с одинаковой энергией. Это 

чисто квантовое представление. А у Гиббса все-таки классика, энергия по клетке 

распределяется непрерывно.  

 Из (15) следует 

 

( , )( ( , )) E p qE p q e e        (17) 

Согласно (16),  



1
e

Z

 
      (18) 

Тогда можем записать 

 

( , )1
( ( , )) E p qE p q e

Z

 
     (19) 

 

( ( , ))E p q  — это значение энергии в точке ,p q , ( ( , ))E p q  - плотность вероятности в той 

же точке. Уравнение (19) описывает канонический ансамбль.  

 

 
 

Какова вероятность того, что наша величина (т.е.икс) окажется в маленьком интервале dx 

на оси 1 - 6? Эта вероятность равна плотности вероятности распределения x, умноженная 

на dx. Среднее значение икс на этом отрезке считается по формуле  

 

6

1

( ) 3,5x x dx   

Берется функция, которую мы усредняем, умножаем на плотность вероятности, на dx и 

интегрируем по всему отрезку, на котором мы берем среднее. В нашем случае это 

запишется так 

 

ln ( ( , )) ( ( , ))S k E p q E p q d 


       (20) 

Здесь ln ( ( , ))E p q - функция, для которой мы находим среднее. Очевидно, в соответствии 

с уравнением (15),  

 

ln ( ( , )) ( , )E p q E p q          (21) 

Тогда перепишем уравнение (20) в следующем виде 

 

( , )( ( , )) E p qS k E p q e d    



         (22) 

Но, согласно уравнению (18), ln Z  . Следовательно,  

 



( , )( ln ( , )) E p qS k Z E p q e d   



        (23) 

 

( ln ( , )) ( ( , ))S k Z E p q E p q d 


       (24) 

Мы усредняем величину ln Z  по всему пространству. Среднее от константы – это сама 

константа. Уравнение (24) переходит в следующее уравнение (пока трудно понять): 

 

lnS k Z k U       (25) 

Здесь U - внутренняя энергия системы (как средняя энергия по всему ансамблю). Можно 

переписать 

 

lnk Z S k U         (26) 

Больцман говорит, давайте вспомним выражение обычной термодинамики  

 

F U TS        (27) 

 

Статистически мы нашли две величины: U и S . В каких случаях выражение (26) и (27) 

совпадут полностью? Если предположим, что 
1

kT
   и lnF kT Z  . Пока идем только 

методом аналогий, хотя они достаточно разумные. А вот когда научимся считать 

статистическую энтропию, тогда у нас уверенности в правильности выводов будет больше. 

 

 
 

Это все сравнивают с картинкой. Слева – знаменитый розеттский камень. Верхний текст на 

древнеегипетском, а нижний – на греческом. Сличая, люди научились понимать 

древнеегипетскую письменность. У нас – аналогично.  

 Мы приходим к главной для нас в этом деле формуле. Мы связали свободную 

энергию Гельмгольца с суммой по состояниям системы. Почему такая важная для нас 

формула  

 

 

lnF kT Z       (28) 

 



Для системы можно посчитать Z. А если посчитали это зэт, то нашли и потенциал 

Гельмгольца. А дольше просто пойдем по термодинамическим формулам. Например, что 

такое с этой точки зрения энтропия?  

 

ln
ln

V V

F Z
S k Z kT

T T

    
      

    
     (29) 

А можно найти и теплоемкость 

 

p

p

S
c T

T

 
  

 
     (30) 

Мы можем найти любую термодинамическую величину. Вопрос только в том, как найти Z? 

Дальше будем этим заниматься. 

 А теперь подумаем о достигнутом. Уравнение (25) содержит Среднее значение 

внутренней энергии системы. Так что же, энергия системы меняется? Когда говорили о 

термодинамике, предполагали, что все находится в равновесии. Нет градиентов. Все 

остается постоянным во времени. А теперь мы вдруг говорим, нет, это какая-то средняя 

энергия.  

 

 
 

На самом деле у равновесной системы возможны любые значения энергии. Пусть, допустим, 

энергия этой аудитории 100 условных единиц. А может ли она иметь энергию 1000 единиц? 

Да, может. Но ждать придется очень-очень долго, пока это состояние зафиксируем. 

Вероятность этого события чрезвычайно мала. В реальности мы почти всегда наблюдаем 

среднюю энергию по каноническому ансамблю. Объяснение этого можно получить, 

пользуясь уравнением (4): 

 

( ) ( ) ( ( , ))
dE

dw E f E dE E p q dpdq
dE

    

Часть уравнения (4) ( , )( ( , )) E p qE p q e      с увеличением энергии стремительно падает. 

Это на скрине зеленая линия. Другая часть, второй сомножитель, с увеличением энергии 

стремительно растет. Так устроен канонический ансамбль. Если сравним с 

микроканоническим, то вот что получается: красная линия – канонический, зеленая – 

микроканонический (скрин на стр 9). 

 



 
 

В микроканоническом, строго говоря, возможно одно значение энергии, а в каноническом 

возможны любые значения энергии, только вероятность никакая. Более физически 

оправдана модель канонического ансамбля, потому что поддерживать строго одну энергию 

в системе в природе редко получается. Это должна быть строго изолированная система. Вот 

таким образом все представлялось Гиббсу.  

 Теперь немного обдумаем, что имеем. Итак, мы получили формулу (28) 

 

lnF kT Z   

 

Но мы же не можем находить абсолютные значения. Как же так? Нет, ничего 

принципиально нового в этом смысле. Смотрим, что такое Z. 

 

iE

kTZ e dpdq


        (31) 

Вынесем за знак интеграла экспоненту в степени наименьшая возможная энергия, которая 

есть в системе. У нас всегда в системе есть такая минимальная энергия, от которой мы ведем 

отсчет. 

 
00

iE UU

kT kTZ e e dpdq


 

       (32) 

 

Когда будем считать Z, реально мы будем считать Z*. В показателе степени экспоненты 

будет стоять не абсолютное значение энергии, а энергия минус некоторое нулевое значение. 

Теперь, чтобы найти функцию Гельмгольца, надо взять логарифм от Z* и умножить на 

минус kT. 

 
0 lnF U kT Z        (33) 

 

Перенесем энергию влево и получим выражение, знакомое нам из термодинамики: 

 

0 lnF U kT Z         (34) 

 


