
Лекция 3 

 Как-то неожиданно появился канонический ансамбль. Гиббс сказал, давайте 

посмотрим …А какая за этим стоит физическая реальность? Давайте сначала рассмотрим 

микроканонический ансамбль. Это система, у которой энергия постоянна. Следовательно, 

плотность вероятности одинакова во всех точках, потому что постоянна энергия. 

( ( , ))E p q const       (1) 

Эту систему мы разбивает на две слабосвязанные 1 2E E E  . При этом, система 1E -

маленькая, а вторая – большая. Что значит, слабосвязанные? Это значит, что первая 

подсистема может находиться в любом из своих возможных микросостояний. Точно так же 

может и вторая часть системы. Например, два инертных газа. Это приводит к тому, что 

плотность вероятности системы равна произведению плотностей вероятностей каждой 

подсистемы 1 2( ) ( ) ( )E E E   . Тут вводится дополнительное условие: система 2 во много 

раз больше, чем система 1: 2 1E E . Прологарифмируем плотность вероятности. 

1 2ln ( ) ln ( ) ln ( )E E E        (2) 

Тогда полный дифференциал будет выглядеть так 
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Такая запись, потому что каждое «ро» зависит только от своей энергии. Дифференциал в 

левой части, очевидно, равен нулю, потому что энергия постоянна. Отсюда следует условие 

1 2dE dE  . И можно записать: 
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И тут срабатывает наше условие разного объема подсистем. Система маленькая пройдет 

через все свои микросостояния, а система большая почти не сдвинется с места. Тогда 

производная в уравнении (4) будет практически постоянной. Обозначим ее через  . 

Следовательно, можно записать 
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1 1ln ( )E E         (6) 

 

Физически это означает, что большая система поддерживает значение  для маленькой 

системы. А что такое «бэта»? 
1

kT
  . Система в термостате – вот что такое канонический 

ансамбль у Гиббса. Система находится в равновесии. Она окружена средой с постоянной 

температурой. И мы моделируем это состояние с помощью канонического ансамбля. 

Микроканонический ансамбль – это строго изолированная от окружающей среды система. 

А канонический ансамбль является четкой моделью нашей системы в состоянии равновесия. 

Система может иметь, по каноническому ансамблю, ЛЮБУЮ энергию. Вот только 

вероятности других энергий, кроме реально наблюдаемой, крайне малы.  

 Теперь – второй вопрос. Формула lnk  совершенно понятна в микроканоническом 

ансамбле. Потому что произведение «ро» на полное число микросостояний равно единице 



1        (7) 

 

Но в каноническом ансамбле этой  формулы нет. Там есть «ро», соответствующее средней 

энергии. Наша система подавляющее количество времени находится в микросостояниях со 

средней энергией. Есть и другие микросостояния, но они слишком мало вероятны. Значит, 

можно записать ( ) ( ) 1E E   . Но   — это не все состояния, хотя их и много. Что же, 

мы их не учитываем?    Но с хорошим приближением имеем  ln ln  , поэтому 

ln ln ( ( , ))k W k E p q  . 

 Теперь основное сделано, и мы можем возвращаться к расчетам по хорошо 

известным формулам. Мы выяснили, что формула F lnkT Z  работает правильно. 

Реально будем работать с формулой  

 

0 lnF U kT Z         (8) 

 

Сейчас вспомним, что такое Z и что такое Z⁕.  
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У нас нет возможности рассчитывать абсолютные значения внутренней энергии. 0E и 
0U  

— это внутренняя энергия, оба символа обозначают одно и то же. Мы всегда будем 

отсчитывать значение энергии от нулевого уровня, но точное значение нулевого уровня нам 

не известно. Впредь, даже если мы не будем писать звездочку, должны помнить, что речь 

идет о выражении «зэт» со звездочкой. И функция Гельмгольца будет входить именно в 

выражение (8), т.е. всегда отсчет идет от нулевого уровня энергии. Еще одно замечание. В 

уравнениях (9) и (10) рассчитываются интегралы по состояниям. Это непрерывные 

функции. Но в природе все не так. В природе энергия квантуется. Мы должны перейти в 

квантовый вариант. Это дело непростое, но мы поступим просто. Вместо интеграла по 

состояниям мы будем брать сумму по состояниям. Мы уже разделили фазовое пространство 

на клетки. Т. е реально микросостояние у нас — это не точка в фазовом пространстве, а 

маленькая клетка. Во всей клетке постоянная энергия, и тогда сумма по состояниям будет 

выглядеть так  
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Появился сомножитель ( )E , который означает полное число микросостояний внутри 

каждой клетки. Вспоминаем Больцмана. У него в качестве сомножителя выступала 

вырожденность. Каждый уровень у него был разбит на подуровни. А в этом случае 

подуровни заполняют целую клетку. По сути, уравнение (11) тождественно следующему 
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Надо, наконец, считать Z. Но считать его, оказывается, очень трудно. Это полная энергия. 

Но у каждой частицы есть энергии вращения, колебания, электронная. А если частицы 

начнут взаимодействовать между собой? Проблема!   В первом приближении рассмотрим 

систему, у которой полная энергия есть сумма энергий отдельных частиц 

1 2 3( , ) ...E p q       Понятно, что и маленькие (энергии одной частицы), и большие (для 

системы) энергии отсчитываются от одного уровня. Поэтому будем писать просто «дельту». 
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Экспонента 
E

kTe




зависит от всех координат и всех импульсов, которые есть в нашей системе. 

По крайней мере, этих переменных будет около 6 AN . А теперь посмотрим на правую часть 

уравнения (13). Здесь каждая экспонента зависит только от координат каждой отдельной 

частицы. Для первой частицы, например, 
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переменных. И так для каждой частицы.  Когда мы начнем брать интеграл, у нас получится 

произведение интегралов. Потому что экспонента первая не зависит от координат второй и 

т.д. 
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Мы работаем в «омега»-пространстве, где 
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Можем записать 
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В правой части уравнения (14) запишем 
( ) ( )

3

i idp dq

h
. Считаем, что все частицы одинаковые. 

Следовательно, и интегралы будут одинаковые. Назовем их Q. Это тоже интеграл по 

состояниям, но не для системы, а для частицы. Сводя все вместе, получаем следующее 

выражение 
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Здесь N – число частиц, входящих в систему.  

Эта формула работает только для невзаимодействующих частиц, т.е. для идеального газа.  

Теперь рассмотрим энергию отдельной частицы. Она состоит из поступательной, 

колебательной, вращательной, электронной и еще некоторых других.  
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Давайте будем считать, что эти энергии независимы, т.е. частица колеблется и не замечает, 

что она летит. Тогда имеем 
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Каждая из этих экспонент зависит только от своих переменных. Первая экспонента зависит 

от шести переменных, связанных с движением молекулы как целого. Аналогично, и другие 

три экспоненты. Когда будем интегрировать, получим произведение интегралов. Поэтому 

в результате получаем 
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Ну и, обобщая, можно записать 
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Все оставшееся время будем учиться считать виды суммы по состояниям для молекулы, 

подставлять в формулу (21) и получать выражения, которые можно сравнивать с 

классическими термодинамическими. 

 Начнем с суммы по состояниям системы поступательной 
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Что такое поступательная энергия? Это обычная кинетическая энергия.  
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Ну и теперь записываем наш интеграл. Теперь не будем записывать шестерной интеграл, 

все обозначим одним значком. Поскольку первая экспонента зависит только от px и ни от 

чего больше, вторая – только от py, третья – только от pz, можно записать 
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От последних трех дифференциалов экспоненты не зависят. Значит, по ним интегрировать 

не надо, а они сами проинтегрируются по всем своим возможным значениям в нашем 

трехмерном пространстве. Т.е. каждая проинтегрируется от чего-то до чего-то и получим 

объем системы, который занимает один моль молекул. Тогда перепишем (25) в виде 
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Смотрим теперь на три интеграла, они совершенно одинаковые. И каждый из них зависит 

только от одной переменной. Понятно, что это будет произведение трех интегралов. И 

интегрирование будет вестись по всем допустимым для нашей системы значениям 

импульса 
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Эти интегралы однотипные. Возьмем, например, первый из них 
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Существует известный табличный интеграл 
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В нашем случае 
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2mkT
  . Тогда получаем  
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Таких интегралов у нас три, они перемножатся. Получится  
3

22 mkT . Таким образом, для 

поступательной суммы по состояниям будем иметь 
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Объем вылез, потому что частицы не взаимодействуют. Это значит, что от координат 

частиц ничего не зависит. Энергия тоже не зависит. Если бы энергия зависела от координат, 

то интеграл бы не брался. Люди 50 лет мучаются, но нормального способа нет до сих пор.  



Так что преимущество идеального газа в том, что в уравнении (30) стоит просто объем. А 

теперь нам нужно получить для системы сумму состояний для энергии поступательного 

движения.  
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Но это мы считали в классическом приближении, т.е. мы считали, что импульс меняется 

непрерывно. Любое значение импульса от минус бесконечности до плюс бесконечности 

может быть у нашей частицы. Но мы знаем, что на самом деле импульс квантуется.  
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Здесь n – квантовое число, которое изменяется от 1 до бесконечности.  

Теперь запишем выражение для кинетической энергии, связанное уже с квантовым 

значением импульса.  
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Поскольку теперь не непрерывно, а скачками по уровню, пишем не интеграл, а сумму по 

состояниям.  
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L – это характерный линейный размер кубика – потенциальной ямы, для которой решается 

уравнение Шредингера и получается набор уровней. Итак, мы должны суммировать. 

Обратим внимание на то, что стоит в показателе степени без температуры 
2
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h

L mk
.  Эта 

величина должна иметь размерность температуры, чтобы в показателе степени не было 



размерности. Эта величина называется характеристическая температура (тэта) - θ. Для 

каждого вида энергии (поступательная, вращательная, колебательная, электронная) у нас 

будет свое характерное значение, которое характеризует систему уровней, получаемых в 

результате решения уравнения Шредингера. В данном случае, если мы возьмем L = 1 см, 

что вполне нормально для системы, то мы получим θ = 10-8К. Очень низкая 

характеристическая температура наблюдается у всех молекул, у всех частиц для 

температуры поступательной энергии. Как это все выглядит: 

 
 

Эти кубики – это отдельные слагаемые нашей суммы. По ординате – экспоненты уравнения 

(34). Пока мы находимся от 1 до 2, в экспоненте n равно единице. Потом будут значения n 

2 потом 3 и т.д. до бесконечности. Разница между экспонентами, ступеньки, разницы между 

соседними экспонентами.  

 
 

Но характеристическая температура очень маленькая. Поэтому переход к каждому 

следующему слагаемому очень плавный. А что за линия проведена? Это интеграл. Мы как 

бы не замечаем уровней энергии, а проинтегрируем выражение как функцию 
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x
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получается, что, если теты маленькие, легко сделать переход от интеграла к сумме. Итак, 

если от суммы перейти к интегралу, то получится ровно выражение (31). Только теперь 

будем писать вместо n, которое меняется скачками, x, которое меняется непрерывно.  
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А таких интегралов будет ровно три: ,,x y zp p p . L превратится в «эль» в кубе, т.е. в объем. 

Значит, в этом случае классический и квантовый варианты совпадают.  

 
 

А вот как в жизни, когда разные характеристические температуры. Посредине – наш 

вариант. Очень маленькая характеристическая температура. Значит, уровни идут очень-

очень часто. Разница между уровнями маленькая, и нам кажется, что энергия меняется 

непрерывно. Слева – обычный вариант. Скачки уже приличные, характеристическая 

температура около 1000К. Так выглядит система уровней для колебательного движения.  

Здесь уже интегрировать нельзя, т.е. к классическому варианту мы перейти не сможем. 

Наконец, справа. Характеристическая температура 10000К. Уже первая разница огромная. 

Это приведет нас к тому, что в сумме нам достаточно будет уже первого слагаемого. Потому 

что вторая экспонента будет очень маленькая за счет большого отрицательного показателя 

степени.  

 А сейчас досчитаем до конца. У нас есть сумма по состояниям, и мы можем 

рассчитать Z. А потом с помощью «зэт» рассчитаем термодинамические функции.  Z мы 

уже имеем в уравнении (31). Используем формулу  

 

ln постF kT Z       (36) 

 

Пока сделаем только для поступательной энергии. То N, которое стоит в числителе 

уравнения (31), выйдет вперед, умножится на константу Больцмана и превратится в R. 

Формулу Стирлинга запишем в виде ln ! ln lnN N N N e  . Ну и получаем результат 
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По этой формуле уже можно считать. Но мы сделаем хитрее, сперва посчитаем энтропию.  
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Итак, мы получили формулу для энтропии поступательного движения системы, которая 

называется формулой Сакура-Тетроде 
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Мы можем посчитать теплоемкость.  
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А это уже первый замечательный результат. У одноатомного идеального газа именно такая 

теплоемкость при постоянном давлении. А почему для многоатомного газа эта формула 

перестанет работать? Влезут колебательная, вращательная, электронная компоненты в 

сумму по состояниям. При этом появится зависимость теплоемкости от температуры.  

 А теперь давайте посчитаем давление.  
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Функцию Гельмгольца берем из уравнения (37).  
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Слева на скрине показан случай, когда можно интегрировать, посередине – можно 

суммировать, но нельзя интегрировать, справа – можно пренебречь уже вторым слагаемым, 

а про интегрирование уже можно забыть. Черная линия – это интеграл, красные кубики – 

это суммирование. Суммирование всегда правильно, потому что все у нас квантуется. И 

только в левом крайнем случае можно посчитать по классическому интегралу.  

 
А вот на скрине расчет по стандартной формуле термодинамики и по формуле Сакура-

Тетроде (внизу) для газа атомов магния. Совпадение превосходное. Это одна из самых 

точных формул статтермодинамики. Но в чем ужасная неправильность формулы Сакура-

Тетроде? Нарушается один из законов термодинамики. При температуре, стремящейся к 

нулю, куда стремится сакуровская энтропия? Температура стоит под логарифмом. Итак, 

нарушается третий закон? Но нет. Не работает идеальный газ. Классическая модель 

идеального газа перестает работать при очень низких температурах, буквально, на 

последних градусах. Даже при 2К все еще будет нормально, а вот потом…Люди просто, 

считая, что работает третий закон, экстраполируют.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


