
Лекция 4 

 

 Если у нас система представлена невзаимодействующими частицами, т.е. является 

идеальным газом, то можно воспользоваться формулой 
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Здесь Q - сумма по состояниям относится не ко всей системе, а к частице. Более того, 

можно эту сумму по состояниям расписать как произведение сумм по состояниям 

отдельных видов энергии 
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За этими формулами стоит одно и то же соображение (допущение) – энергии различных 

видов движения не зависят друг от друга. Если это предположение нарушено, формулы не 

работают. Мы научились считать поступательную сумму. Предстоит рассчитывать все 

остальные.  

 Еще одно надо вспомнить. Как нам считать Z и Q, по интегралу или как сумму, как 

рекомендует квантовое представление? По этому поводу надо обратиться к 

представлению о характеристической температуре. Эта температура сравнивается с той 

температурой, для которой мы собираемся рассчитывать сумму по состояниям. 

Характеристическая температура характеризует разницу между уровнями энергии. Можно 

считать, что характеристическая температура оценивается следующим образом 
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Здесь  - разница между соседними уровнями, k - константа Больцмана. 

Если температура, для которой мы считаем, больше, чем характеристическая, можно 

смело брать интеграл. Если наоборот, надо считать сумму, потому что интеграл даст 

большую ошибку.  

 
То, что слева, было для поступательного движения. 810 K - любая температура будет 

больше, чем эта. Поэтому берем интеграл. В среднем варианте большая разница между 

уровнями. В этом случае надо суммировать, иначе будет большая погрешность. Для 

колебательного движения характеристическая температура около 10000К. Химику такие 

большие температуры не интересны. Поэтому интересующая температура всегда будет 

меньше характеристической. В правом случае очень большая разница между энергией 

нулевого и следующего уровня, что энергией первого уровня вообще можно пренебречь, и 

ограничиться первым слагаемым. Вся сумма по состояниям – это площадь первого 



красного прямоугольника. Именно этот случай справедлив для электронной энергии. Для 

суммы по состояниям электронной энергии запишется 
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У нас вечная проблема в том, что мы не знаем абсолютного значения энергии, поэтому 

нам надо считать разницу относительно нулевого уровня. Выносим экспоненту за скобку 
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Будем обозначать скобку как Q . Итак, сумму по состояниям мы находим относительно 

нулевого уровня. Второе слагаемое в скобках представлено экспонентой в степени. Но 

числитель этой степени – величина очень даже немаленькая. В результате, за счет знака 

«минус» уже второе слагаемое – это явный ноль. Следующие слагаемые – это ноли еще 

более уверенные. Таким образом, в выражении для суммы Q  остается только 

вырожденность нулевого уровня 0z . Для системы в целом N

эл элZ Q . Заметим, что на !N  

делить не нужно, потому что, когда мы считали сумму по состояниям для 

поступательного движения, мы на  !N  уже разделили.  

 Будем находить энергию Гельмгольца и производить некоторые преобразования. 

Получим 
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Или, что тождественно: 
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Находя статистическую энтропию, получим 

 

0lnS R z      (8) 

 

Вклад в электронную теплоемкость: 
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Обратим внимание на то, что возле энтропии мы уже не ставим значок «статистическая». 

Это потому, что после расчета по формуле Сакура-Тетроде мы показали, что 

статистическая модель правильно описывает калориметрические измерения. Мы уже 

поняли, что идеи Больцмана и Гиббса приводят к тем же результатам что и измерения.  

 Какие могут быть значения у 0z ? Очень часто – это просто единица. Тогда 

энтропия, связанная с электронным состоянием, равна нулю. Кроме того, это могут быть 

целые числа (не больше 6). 

 



 
 

А теперь сравним данные расчета для инертного неона и атомарного хлора.  

 

 
У неона теплоемкость не зависит от температуры. А вот у атомарного хлора есть на 

зависимости какой-то максимум. Почему? А у хлора такое электронное строение, что 

характеристическая температура не такая уж и большая – около 1500К. Поэтому вторым 

слагаемым суммы Q  пренебречь уже нельзя. Появляется температурная зависимость. 

Максимум при 700К можно получить расчетным путем, если учесть первые два слагаемых 

суммы по состояниям и отсюда найти удельную теплоемкость.  

 А теперь вернемся к поступательной сумме. Напоминаем, что эта сумма оказалась 

равной 
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V  - это объем системы. Для идеального газа можно принять 
RT

V
p

 . Это выражение 

получено для случая, когда частицы не взаимодействуют друг с другом. Сумма по 

состояниям для канонического ансамбля для Г или Ω – пространства рассчитываются 

следующим образом 
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А может быть будет полезно учредить еще одно фазовое пространство – фазовое 

пространство одной частицы. Введем некоторое μ – пространство. Итак, это фазовое 

пространство для одной частицы. Каждая точка этого пространства – микросостояние 



нашей частицы. В предыдущем пространстве было 6NА измерений, а в этом будет 6 

измерений, поскольку частица одна. Эти координаты: x y z x y zdp dp dp dq dq dq . Раньше мы 

должны были  делить 3 !

x y z x y z

N

dp dp dp dq dq dq

h N
, но поскольку частица одна, то получаем 
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h
. Итак, мы разобрались с координатами в нашем пространстве. А 

теперь подумаем о плотности вероятности. В большом пространстве, где было 6NА 

переменных, плотность вероятности была равна 
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вероятность того, что наша частица находится в точке μ – пространства с 6 переменными? 
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Давайте пока рассмотрим частицу, для которой нас не волнуют внутренние степени 

свободы (вращательная, колебательная, электронная). Только сумма по состояниям для 

поступательной энергии – у частицы есть только кинетическая энергия (на месте эпсилон).  
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Давайте проинтегрируем это выражение по всем координатам. В двух сомножителях 

ничего от координат не зависит. Поэтому получим в результате «ро», которое будет 

зависеть только от импульсов. 
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Первый интеграл в уравнении (14), взятый по всему пространству, это просто объем, по 

которому может бегать наша частица. Этот объем (как и 3h ) сократится с объемом в 

знаменателе уравнения (13).  
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Следует четко иметь в виду, что x y zdp dp dp не входит в «ро». Если мы «ро» умножим на 

x y zdp dp dp , то получим вероятность того, что частица находится в точке фазового 

пространства, ограниченном интервалами ; ;x x y y z zp dp p dp p dp   , т.е. вероятность того, 

что частица в идеальном газе находится в указанной области.  

 А если мы хотим, чтобы вероятность зависела не от импульсов, а от скоростей. Мы 

знаем, что ; ;x x y y z zp mv p mv p mv   .  
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Это вероятность того, что наша частица имеет координаты скорости , ,x y zv v v , т.е. это 

распределение по скоростям в идеальном газе. Пока мы рассматриваем скорость как 

вектор. Есть величина скорости – это модуль, и есть направление. Направление 

определяется значениями проекций на оси. Модуль скорости равен 2 2 2 2

x y zv v v v   . У 

нас система устроена так, что проекции друг от друга не зависят. Итак, если раньше, то, 

что мы записали в уравнении (16), зависело от вектора скорости, то теперь мы хотим 

записать зависимость вероятности от модуля скорости. Мы должны перейти от полярных 

координат в сферические. В сферических координатах координатами являются длина 

вектора, угол между осью OZ и нашим вектором и третья переменная – это угол между 

осью OX и проекцией вектора на плоскость XY. Таким образом, вместо x y zdv dv dv появятся 

d d dv  . Формула перехода: 2 sinx y zdv dv dv v dvd d   . 

 

 
А мы, допустим, не обращаем внимание на углы. Пусть они будут любые. Мы 

интегрируем по всем значениям углов. Угол может быть любой по всему кругу(от 0 до 

2π). А угол   меняется от 0 до π. Берем два первых интеграла: 
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И в результате получается из формулы (16) следующая 
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Это знаменитое распределение Максвелла по скоростям в идеальном газе, точнее – 

распределение по модулю скорости. Это уравнение будет работать и для молекул, и для 

атомов. Мы здесь не обсуждаем, какая колебательная, какая вращательная, какая 

электронная…и есть ли она вообще. Рассматриваем только движение частицы как целого.  

 

 

 

 



 
На скрине – распределение Максвелла. Здесь представлена зависимость функции, которая 

в уравнении (18) стоит перед  dv . Ее вид, следующий 
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вероятности, зависящая от модуля скорости.  
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На графике представлена плотность вероятности как функция модуля скорости. Кривая 

имеет некоторый максимум. Заштрихованная область – это и есть вероятность того, что 

частица в µ - пространстве имеет модуль скорости от v  до v dv . Эта вероятность равна 

количеству частиц, имеющих такой модуль, отнесенному к общему количеству частиц. А 

графически – это площадь заштрихованной трапеции.  
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Один из самых гениальных физиков всех времен – Максвелл. Говорят, что он 

распределение тпо скоростям вывел прямо на экзамене в ответ на просьбу экзаменатора. 

Ни он, ни экзасменатор не знали, что этого еще никто не получал. Ничего того, что мы 

ранее рассматривали, Максвелл не знал. Какие Максвелл сделал при выводе допущения? 

Во-первых, он предположил, что вероятность того, что вектор скорости у частицы 

направлен в одну сторону и в сторону противоположную, равны друг другу. Второе 



предположение – проекция скорости, например, на ось «икс» не зависит от того, какая 

будет проекция на ось «игрек» и на ось «зэт».  

 А мы идем дальше. Нам нужно получать средние значения величин. Попробуем 

получить средний модуль скорости частицы в идеальном газе. Вспомним, как считаются 

такие величины. Если у нас есть переменная x  и плотность вероятности, зависящая от 

этого x  - ( )x , и есть некоторая функция ( )f x . Чтобы найти среднее значение этой 

функции, надо найти интеграл 
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Если бы был не непрерывный, а дискретный случай, то там была бы сумма, которая 

называется математическим ожиданием. А теперь запишем наш интеграл 
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Появляется скорость в кубе, поскольку надо было умножить на самую функцию, а это 

скорость. 

 

Итак, первый сомножитель под интегралом
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от скорости не зависит, он 

выносится за интеграл. А интеграл от оставшегося – табличный. Это несобственный 

интеграл. Он равен
2
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2a
. Само a - это то, что стоит в показателе степени и умножается     

на 2v . В результате получаем 
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На графике средняя скорость не в максимуме, потому что кривая несимметричная. А в 

максимуме – наиболее вероятная скорость. Чтобы найти координату максимума, надо 

взять производную по скорости от уравнения (22) и приравнять нулю. У симметричной 

кривой средняя и наиболее вероятная имеют одну и ту же координату, т.е. скорость. 

 Теперь посмотрим, как зависит средняя скорость от массы молекулы и от 

температуры.  

 

 
Смотрим все благородные газы. У кого больше масса, у того меньше значение средней 

скорости. Площадь под всеми кривыми одинаковая. Потому что интеграл от «ро» по dv во 

всех случаях единица. Скорости порядка 1000 м/с при комнатной температуре. Это много.  

А теперь посмотрим зависимость от температуры при одинаковой массе.  

 

 
Здесь тоже площади под кривыми одинаковые.  

 А теперь поговорим о распределении по энергиям (правильнее – по 

поступательным энергиям). Это распределение связано с именем Больцмана. Имеем 

плотность вероятности 
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Если захотим находить вероятность, надо умножать на dv . Чтобы получить 

распределение по энергиям, надо изгнать скорости и вставить энергии (кинетические 



энергии). Энергия – не вектор, она всегда связана с модулем скорости. Итак, в показателе 

экспоненты – легко, это kTe




. Теперь разбираемся с оставшимся  2v dv .  
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Дифференцируем обе части 
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Это распределение Больцмана. Распределение частиц по энергиям.  
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Это уже вероятность. Кривая опять несимметричная. Заштрихованный участок – это 

вероятность того, что наша частица имеет кинетическую энергию в диапазоне  - d  . 

Никогда не называется точное значение энергии. Всегда – вероятность попадания в узкий 



интервал. Вероятность попасть в точку на самом деле равна нулю. Формула (28) – это 

распределение Больцмана.  

 Теперь посчитаем среднюю энергию. Так же, как мы считали средний модуль 

скорости. Возьмем уравнение (28), умножим на  и проинтегрируем по всему 

пространству.  
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Сомножитель 
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от энергии не зависит и выходит за интеграл. А остаток, который 

интегрируется, – табличный интеграл.  
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Если все преобразования сделать, можно получить для средней кинетической энергии 

одной молекулы идеального газа 
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А если имеем один моль молекул идеального газа, то  
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Если взять твердое, жидкое или газообразное, но не идеальный газ, то ничего этого не 

будет. И даже для идеального газа, если учесть колебательную, вращательную энергию, то 

будет по-другому.  



 Когда мы вводили понятие канонического ансамбля, был тоже похожий график. Но 

это было не для одной частицы, а для системы в целом.  

 

 

Это Больцмановская кривая. 
d
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
зависит от энергии в степени 0,5, т.е. не так уж сильно. А 

вот первый сомножитель падает с энергией резко. Это идеальный газ, одна частица. А 

теперь канонический ансамбль.   

 

 
Для ансамбля кривая с острым пиком. А для одной частицы – кривая пологая.  

А теперь посмотрим одномерное движение. Здесь не нужен переход к сферическим 

координатам, поскольку направление всего одно, и проекции нет. 

 

 
 

Симметричная кривая. Люди говорят, что отрицательных скоростей не бывает, поэтому 

давайте смотреть от 0 до плюс бесконечность. Тогда можно посчитать среднюю скорость 

одномерного движения.  

А вот как считается средняя скорость для одномерного движения 
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 Итак, с поступательным движением разобрались. Рассмотрели µ - пространство. 

Поняли, как в идеальном гази распределена скорость, как распределена кинетическая 

энергия. Теперь возвращаемся к главной задаче. Считаем молекулярную сумму по 

состояниям Q, представляя ее как произведение поступательной, электронной, 

колебательной и вращательной суммы по состояниям  пост эл кол вращQ Q Q Q Q . С первыми 

двумя сомножителями разобрались. Приступаем к колебательной. В этом случае будем 

считать сумму (а не интегрировать) и пренебрегать слагаемыми, которыми мы 

пренебрегали, когда считали электронную сумму, нельзя. Энергия уровней при 

колебательном движении? Это решение квантово-механической задачи о гармоническом 

осцилляторе. Значение энергии  
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Здесь V - колебательное квантовое число,  - частота колебаний.  

Заметим, что энергия при нулевом колебательном числе не равна нулю. Еще особенность 

– расстояние между колебательными уровнями всегда одинаково и равно h . 

Характеристическая температура лежит в пределах 500 – 5000К, т.е. захватывает вполне 

разумные для практики величины. Поэтому интегрировать мы не можем, надо 

суммировать.  

 

 
Сколько частот колебаний у молекулы? Это мы рассмотрим на следующей лекции.  

 


