
Лекция 5 

 
Будем смотреть суммы по состояниям колебательные и вращательные. В качестве главной 

пользуемся формулой 

0 lnF E kT Z        (1) 

Мы работаем с идеальным газом, т.е. сумму по состояниям системы мы считаем в виде 
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Здесь N - число частиц в системе, Q  — это молекулярная сумма. 

Молекулярную сумму мы считаем в виде произведения пост эл кол вращQ Q Q Q Q . Займемся 

последними двумя сомножителями. Булем интегрировать или складывать? Смотрим на 

характеристическую температуру, которая показывает, как далеко друг от друга находятся 

уровни энергии в системе. В принципе, мы всегда должны считать сумму, но в некоторых 

случаях мы можем переходить к интегралу, когда уровни находятся близко друг от друга, 

т.е. характеристическая температура значительно меньше той, при которой мы работаем. 

Характеристическая температура для колебательной энергии 500 – 5000К, значит, нам 

надо забыть об интеграле. Здесь нельзя будет пренебречь, как в электронном случае. Здесь 

надо рассматривать все уровни. Решение квантово-механической задачи о гармоническом 

осцилляторе дает нам формулу 
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Колебательное квантовое число может принимать значения 0,1,2,3, и т.д. Здесь всюду 

одинаковая разница между соседними уровнями, т.н. эквидистантные уровни. Разница 

всегда h . Вторая особенность в том, что при нулевом квантовом числе  энергия не ноль. 

Энергия нулевого уровня
2

h
. У молекулы много частот колебаний. Например, у аммиака, 

который является нелинейной молекулой, количество частот колебаний 3n – 6, где n – 

число атомов, 3×4-6=6. Значит, будет 6 формул типа (3), будет своя частота, своя энергия, 

своя сумма по состояниям. Эти суммы по состояниям перемножаются, потому что мы 

скажем, что все колебания независимы. Начинаем считать сумму по состояниям. Перед 

экспонентами в сумме могут появиться вырожденности уровней. Все колебательные 

уровни имеют единицы в качестве вырожденности уровня.  
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Вынесем за скобку 2
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и получим 
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Сумма в скобке – это сумма геометрической прогрессии.  
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Поскольку наши экспоненты всегда меньше единицы, умножим числитель и знаменатель 

на -1.  
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С ростом числа слагаемых (n → ∞) экспонента в числителе стремится к нулю. Поэтому 

получаем простой результат  
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Поскольку у каждой молекулы несколько колебательных частот, при частоте в формуле 

поставили индекс «итое». Для получения суммы по состояниям надо результат (8) 

домножить на 2
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. Найдем логарифм числа состояний 
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Надо переходить от Q к Z , а это значит возведение Q в степень N . В результате 

получаем 

 

ln lnZ N Q      (10) 

 

0 ln(1 )
2

h

kT
Nh

F E RT e





       (11) 

 

Необычный случай, когда энергия нулевого уровня не равна нулю, т.е. при нулевом 

квантовом числе энергия не равна нулю. 

 



 
 

На примере двухатомной молекулы посмотрим, как устроены нулевые уровни. Кривая – 

это потенциальная энергия молекулы. Тут есть уровень нулевых квантовых чисел. Именно 

он считается уровнем энергии при 0К. Абсолютного положения этого уровня мы знать не 

можем. Для колебательной энергии уровень поднят на
2

h
.  

 

 
 

Обратим внимание на то, что характеристическую температуру колебательной энергии 

можно записать в виде i
кол

h

k


  , поэтому запись экспоненты может быть более 

лаконичной 
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. Чаще всего анализируют выражение для теплоемкости 
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У нас есть выражение для Z . Находим первую и вторую производные по температуре, 

подставляем в уравнение (12) и получаем то, что видим на скрине. Если температура идет 

к нулю, то к нулю идет и температура, как и предписывает третий закон. Если 

температура идет к бесконечности, то теплоемкость идет к R . Вспомним, что 

теплоемкость для поступательной энергии от температуры не зависела (
3

2
R ). Итак, если у 

газа с температурой растет теплоемкость, то это значит, что существенную роль играет 

колебательный вклад. Естественно, суммарная теплоемкость находится как сумма по всем 

колебаниям молекулы ,V V i

i

c c . 



 
 

На скрине показаны вклады в теплоемкость для аммиака при 1000К. На разных частотах 

разные вклады. Напоминаем, что характеристическая температура определяется частотой 

колебаний. Но это все внутри одной молекулы.  

 Переходим к вращательной сумме по состояниям. Рассматриваем двухатомную 

молекулу. Надо вспомнить, что такое момент инерции молекулы.   

 

 
 

Атомы – это шарики. Есть центр масс. Есть понятие приведенная масса. Но мы готовимся 

считать по квантово-механической формуле.  

 
 

На верхнем скрине – как могло бы считаться по классике. Но мы будем считать для 

жесткого ротатора. Будем считать себя квантовыми людьми.  

 
На приведенном скрине решение этой задачи. Оно довольно нетривиальное.  
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Здесь I - вращательное квантовое число. Оно целое, от нуля до бесконечности. Если 

квантовое число равно нулю, то и энергия равна нулю. Но здесь есть другая особенность. 

Есть вырожденности. Они зависят от квантового числа (2 1)врz I  . Надо посчитать сумму 

по состояниям простым суммированием.   
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Здесь характеристическая температура  
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Эта температура не очень определенно говорит, что нам делать: интегрировать или 

суммировать.  

 

 
 

Для большинства молекул эта температура очень маленькая, но для некоторых молекул 

она доходит до 85К, например, для молекулы водорода. Но все-таки, можно попробовать 

считать интеграл. Он будет иметь такой вид
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выражение (2 1)I dI ? Но это не что иное как ( 1)d I I . Значит, мы можем сделать замену 

переменных. Обозначим ( 1)y I I  . Тогда переписываем интеграл в виде
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это уже просто 
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Итак, у нас сумма по состояниям для двухатомной молекулы равна
вр

вр

T
Q 


. Значит, для 

всей системы интеграл равен N

вр врZ Q . Теперь посчитаем теплоемкость. Смотрим на 

уравнение (12). 
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Напоминаем, откуда это взялось. 
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получим 
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Подставляем 
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в уравнение (17) и получаем 
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А теперь обсудим некоторые тонкие вопросы. Когда очень низкая температура, можем 

считать интеграл и забыть о сумме. А если температура порядка 80К? Разница между 

суммой и интегралом определяется по уравнению 
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Обратим внимание на второе слагаемое в правой части уравнения (19). Чем выше 

температура, тем меньше это слагаемое, т.е. тем меньше разность между суммой и 

интегралом. Но когда температура достаточно низкая, разница становится существенной. 

Поэтому строгие исследователи делают так: при низких температурах – сумма, при 

высоких температурах – интеграл. При вр T   берем сумму 
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Выписываются слагаемые и просто складываются при условии, что температура 

достаточно низкая. В этом случае вклад в теплоемкость будет не R, а меньше. 

 Существует еще ядерная сумма по состояниям. Ядра атомов, из которых состоят 

молекулы, тоже обладают некоторой энергией, условно назовем ее вращательной 

энергией. Она связана со спинами. Уровни этой энергии должны нам напомнить то, что 

мы наблюдали для электронной энергии. Этому соответствует огромная разница между 



нулевым и первым уровнем. Ни о каком интегрировании речь не идет. Надо считать 

сумму и ограничиться первым слагаемым. Фактически ядерная сумма равна 

вырожденности основного уровня 0,яд ядQ z  Всегда. Произведение вырожденностей 

основного уровня для атомов дает нам вырожденность для молекулы. При любых 

химических превращениях с ядрами ничего не происходит. И они со своими 

вырожденностями переходят из реагентов в продукты. Поэтому, когда мы будем 

рассчитывать любые термодинамические функции для химических превращений, ядерные 

вырожденности сократятся. Поэтому на них не обращают снимание. В справочниках 

содержатся практические суммы по состояниям. Это значит, что ядерная сумма по 

состояниям не включена. Но в двухатомных молекулах ядерные суммы по состояниям 

оказывают влияние на вращательные суммы по состояниям. Это чисто ядерный 

квантовый эффект. Есть гетероядерные двухатомные молекулы (например, HCl)/ С ними 

полный порядок. Но есть гомоядерные молекулы, например водород. Довольно сложная 

картина. Есть орто- и параводород. Разное взаимное расположение атомов. Отсюда разные 

свойства, в частности, теплоемкость. Не будем углубляться. Надо запомнить следующее   
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Для линейной молекулы 
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  — это число симметрии, т.е. это число преобразований, в которое молекула переводит 

саму себя. У гомоядерной молекулы это 2. В гетероядерной – это единица.  

 

Еще вопрос – внутреннее вращение молекул. То, что мы обсуждали до сих пор – это 

вращение молекул как целого, еще говорят, как жесткого ротатора. А вот на скрине мы 

видим внутреннее вращение на примере молекулы этана. Здесь вращение возможно 

вокруг связи –С – С -. Эта задача решается в эмпирическом простом приближении, не 

квантово-механическом.  

 



 
Цветными треугольниками показаны группы СН3 -. Слева положение энергетически 

выгодное, справа – невыгодное. Связь нулевой энергии с косинусом угла поворота 

(эмпирическая формула): 
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Сейчас надо записать выражение для суммы по состояниям и проинтегрировать по всем 

углам поворота.  
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Как видим, если энергия ноль, то экспонента единица, и интеграл дает 2 . Если же 

вращение заторможенное, появляется интеграл, и надо его брать, что не очень просто. 

 Наконец, еще одно замечание. У нас есть 3 вращательных степени свободы, 3 

поступательных степени свободы и 3 6N   (если молекула нелинейная) колебательных 

степеней свободы. Это полное число степеней свободы в молекуле. Куда мы добавим 

свободу внутреннего вращения? Что произойдет с этой формулой? Одно колебание надо 

убрать, чтобы общая сумма не нарушилась, чтобы не было лишних степеней свободы. 

Значит, получим (3 7)N  , а во вращение войдет внутреннее вращение.  

 Теперь можно начать подводить итоги.  

 



 
 

На скрине все формулы для HCl. Температура комнатная. Напоминаем, как считать 

энтропию.  
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Здесь 
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NQ
Z

N
 . Мы научились считать все Q . Умеем подставить их в эту формулу. Кроме 

того, можем все увидеть по вкладам. Смотрим на картинку. Экспериментальная энтропия 

для идеальной газовой молекулы 186,6 Дж/моль К. 

На скрине первая формула – Сакура-Тетроде, и мы еще добавили электронную сумму 

простейшую (вырожденность нулевого уровня). Далее - вращательная, по только что 

выведенной формуле получили 33,1. Далее – колебательная – практически ничего при 

комнатной температуре не дает. Если будем увеличивать температуру, начнется 

увеличение вклада колебательной составляющей.  

 Что должен знать химик, чтобы в полевых условиях рассчитать суммы по 

состояниям? 

 

 
 

Так было раньше. А на сегодняшний день существуют программы, по которым на основе 

квантовохимических расчетов по заданной молекуле сначала получаем все нужные 

параметры, а потом по этим параметрам рассчитывает термодинамические величины. 

Кончно, точность разная. Решается уравнение Шредингера, где определяются частоты, 

определяется равновесная геометрия молекул. Хуже обстоит дело с вырожденностью 

электронных состояний, но и они уже считаются. Но в практической жизни надо знать, 

откуда берутся необходимые для расчетов параметры.  

 


